Arivas, M.F., und F. HIRZEBRUCH
Math. Zeitschr. 77, 149—187 (1961)

Cohomologie-Operationen
und charakteristische Klassen

Herrn FriepriCH KARL SCHMIDT zum 60. Geburtstag am 22.9.1961 gewidmet

Von
M. F. ATivAH und F. HIRZEBRUCH

EINLEITUNG. Bereits im Jahre 1950 hat Wu WEN-Tsun [25] eine Beziehung
zwischen den Steenrodschen Cohomologie-Operationen

Sq': H*(X; Zy) — H" (X ; Z,)

und den Stiefel-Whitneyschen Klassen w; € H*(M ; Z,) einer kompakten diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeit M hergestellt. Wudefiniert Polynome U, (), ..., ;)
vom Gewichte j derart, daB in jeder kompakten differenzierbaren m-dimensio-
nalen Mannigtaltigkeit M gilt:

(1) S¢iv=U,-v firalle vCH" " (M; Z,).

Wu hat seine Resultate auf die Steenrodschen Operationen 7’ in der Cohomo-
logie mit Koeffizienten Z, {g ungerade Primzahl) und Pontrjaginsche Klassen
(reduziert mod g) Ubertragen [26]. Im Jahre 1953 stellte einer der Verfasser
einen merkwiirdigen Zusammenhang her zwischen den Wuschen Polynomen
und den aus der algebraischen Geometrie bekannten Toddschen Polyno-
men [10]. Die Note [10] enthilt keine Beweise. Diese werden in der vor-
liegenden Arbeit nachgeholt. Die Beziehungen zwischen Wuschen und Todd-
schen Polynomen (Satz von Riemann-Roch), die in [10] einen recht formalen
Charakter hatten, werden vertieft. Die Formel (1) wird auf Abbildungen
7:Y—>X von Mannigfaltigkeiten verallgemeinert im gleichen Sinne, wie
GROTHENDIECK [6] den Satz von Riemann-Roch [11] verallgemeinert hat.
Der Satz von Grothendieck hat ein differenzierbares Analogon [3]. Apaums
hat-in [2] gezeigt, wie der Chernsche Charakter eings Vektorranmbiindels mit
Cohomologie-Operationen zusammenhingt. Dies erlaubt uns, die vorhin er-
wihnte Beziehung zwischen Wuschen und Toddschen Polynomen besser zu
verstehen. Durch die Arbeiten [3, 6] ist es ja klar geworden, dal3 die totale

> o)

Toddsche Klasse 2,7, (¢, ..., ¢;) aufgefafit als Element des-rationalen Cohomo-
j==0

logieringes des kl;ssifizierenden Raumes der unitiren Gruppe nach Anwendung
des Thomschen Isomorphismus in den Chernschen Charakter eines ,,Biindels”
itber dem universellen Thomschen Komplex iibergeht. Wir werden sehen, da8
durch Reduktion modulo einer Primzahl der differenzietbare Satz von Rie-
mann-Roch in die fiir Abbildungen verallgemeinerten Wuschen Formeln iiber-
geht,
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Durch die Cobordisme-Arbeit von TroM [22] sind prinzipiell alle Relationen
mod 2 zwischen den Stiefel-Whitneyschen Zahlen einer kompakten differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit bekannt. In [8] hat DoLD gezeigt, daBl die Wuschen
Relationen zwischen den Stiefel-Whitneyschen Zahlen vollstindig sind. Die
Wuschen Relatiqnen erhilt man, wenn man in (1) fiir v Polynome in den w;
einsetzt und S¢'v auf Grund universeller Formeln, die ebenfalls von Wu
stammen, berechnet. Nun hat MIiNoR in [17] entscheidende Resultate iiber
den Cobordisme-Ring orientierter Mannigfaltigkeiten bewiesen, die es prin-
zipiell ermdglichen, alle Relationen zwischen den Pontrjaginschen  Zahlen,
welche ja ganze Zahlen sind, aufzustellen. Es gibt da aber nicht nur Relationen
modulo einer Primzahl, sondern auch modulo Potenzen einer Primzahl. Zum
Beispiel zeigt der Indexsatz [17], daB fiir eine M3 gilt: 7p, — p =0 (45). Die
Pontrjaginschen Zahlen erfiillen keine Relationen modulo 2. Wir zeigen, daB
die analog zum Fall der Stiefel-Whitneyschen Klassen mit Hilfe der Steenrod-
schen Operationen 4 gebildeten Wuschen Relationen fiir eine ungerade Prim-
zahl ¢ wieder vollstindig sind, d.h. alle Relationen mod ¢ zwischen Pontrjagin-
schen Zahlen (natiirlich nicht die Relationen modulo Potenzen von ¢) impli-
zieren. Von MILNOR [17] stammt auch ein komplexes Analogon des Cobor-
disme-Ringes, das es ermdglicht, alle Relationen zwischen den Chernschen
Zahlen aufzustellen. (Es ist dabei gleichgiiltig, ob man nur projektiv-algebra-
ische Mannigfaltigkeiten oder allgemeiner schwach-fastkomplexe Mannigfaltig-
keiten betrachtet, vgl. auch den Bericht [12].) Die Relationen modulo einer
Primzahl (nicht die modulo der Potenzen einer Primzahl) kénnen wieder mit
Hilfe der Wuschen Methode erhalten werden. Aus dem Satz von Riemann-
Roch stammende Ganzzahligkeitssitze [3, §] liefern Relationen fiir Chernsche
Zahlen. Wir vermuten, daB dies alle Relationen sind. Die Vermutung wird
dadurch bestidrkt, daB diese Riemann-Roch-Relationen modulo einer Primzahl
mit den Wuschen Relationen iibereinstimmen, also vollstindig sind. Zur
Aufstellung ‘aller- Relationen module einer Primzahl bendtigt man nur den
elementareren Teil der Milnorschen Arbeit [17], ndmlich die Existenz gewisser
Mannigfaltigkeiten (5.5 i), ii) der vorliegenden Arbeit) und Aussagen tiber das
Operieren der Steenrodschen Algebra auf der Cohomologie des universellen
unitdren Thomschen Komplexes MU (s. 5.4). Die Vollstindigkeit der Wuschen
Relationen ist auf Grund dieser Tatsachen sehr einfach einzusehen.

Wir fassen kurz den Inhalt der einzelnen Paragraphen zusammen: In §1
fithren wir dén Begriff des Cohomologie-Automorphismus ein. Die Milnorsche
Arbeit [16] tber die Struktur der Steenrodschen Algebra erméglicht es uns,
die Cohomologie-Automorphismen durch gewisse Potenzreihen zu charakteri-
sieren (Satz 1.8). Der nichste Paragraph bringt Beziehungen zwischen
Cohomologie-Automorphismen und charakteritischen Klassen von  Vektor-
raumbiindeln (s. z.B. Satz 2.7). In §3 beweisen wir fiir Abbildungen f:Y->X
von Mannigfaltigkeiten und einen beliebigen Cohomologie-Automorphismus
den Satz 3.2, der fiir die konstante Abbildung Y —Punkt eine Verallgemeine-
rang der Wuschen Formel (1) ist. Es geniigt 3.2 fiir Einbettungen und
Projektionen zu beweisen. Der Beweis verliuft analog zu dem des differenzier-
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baren Riemann-Rochschen Satzes [3, 13], nur ist er viel einfacher. Die Diago-
nalmethode, mit der die Wuschen Formeln hdufig hergeleitet werden [1, 10,
15, 25, 26), wird nicht herangezogen. Stattdessen wird benutzt, dal eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit in eine Sphire geeigneter Dimension einbett-
bar ist. In §4 besprechen wir den Satz von Apams iiber den Chernschen
Charakter und in §5 die Vollstindigkeit der Wuschen Relationen zwischen
charakteristischen Zahlen.

§ 1. Cohomologie-Automorphismen

1.1. In diesem Paragraphen wird die singuldre Cohomologie-Theorie mit
Koeffizienten in dem Primkérper Z, der Charakteristik ¢(g==0) betrachtet.
Im allgemeinen wird die Primzahl g festgewahlt, so daB wir den Koeffizienten-
bereich Z, bei der Anschreibung der Cohomologie-Gruppen weglassen werden,
wenn keine Verwechslungen zu befiirchten sind. Fiir einen topologischen
Raum X bezeichnet H**(X) das direkte Produkt der H*(X). Ein Element
2¢ H¥*(X) kann auf eine und nur eine Weise als ,,unendliche Summe"™

3=27, z€H(X),
i—0

geschrieben werden. Fir eine stetige Abbildung f:¥— X bezeichnet f** den
induzierten Homomorphismus H** (X) > H**(Y). Fiir einen Raum X, dessen
Cohomologie-Gruppen oberhalb einer gewissen Dimension #, alle verschwinden,
kénnen H*(X) und H**(X) identifiziert werden. (Vgl. [5, Teil I, §6.1]; diese
Bezeichnungen verwenden wir natiirlich auch fiir andere Koeffizientenbereiche
als Z,.)

DerFiniTiON. Ein Cohomologie-Automorphismus X (fiir die Cohomologie mut
Koeffizienten in Z,) ist eine Operation, die jedem topologischen Rawm X einen Ring-
Homomorphismus

ArH**(X) — H** (X)
so zuordnet, daf

() F*% A= Ap* firjede stetige Abbildung f:Y — X topologischer Riwme Y, X,
2) A = Identitit fiir X =8 (eindimensionale Sphire) .

Es wird natiirlich nicht verlangt, dal 1 die Graduierung erhilt. Fiir eine
ungerade Primzahl g ist

ein Cohomologie-Automorphismus, wo
' 7. H*(X) _ frrrie-1) (X)

die 7-te Steenrodsche reduzierte Potenz fitr die Primzahl ¢ ist [26]. Fir g=2

ist entsprechend
0

Sqg=25¢

1=0

11%



152 M. F. At1ivaH und F. HIRZEBRUCH:

ein Cohomologie-Automorphismus, wo
Sq': H*(X) — H"(X)

das ¢-te Steenrodsche reduzierte Quadrat ist (vgl. auch [21]). Durch (2) wird
z.B. die Operation A(x) =7 (v € H**(X; Z,)) ausgeschlossen.

Es wird spiter leicht folgen, daBl A: H**(X)—H**(X) ein Isomorphismus
ist. (Deshalb sprechen wir bereits jetzt von Cohomologie-Automorphismen.)
Wir hitten auch allgemeinere Koeffizientenbereiche als die”Primkérper der
Charakteristik ¢ fiir die Untersuchung von Cohomologie-Automorphismen zu-
grunde legen kénnen. Manche der folgenden Sitze blieben dann erhalten.
Aber da das fiir die Zwecke der vorliegenden Arbeit nicht erforderlich ist,
haben wir uns der Bequemlichkeit wegen auf die Primkérper beschrinkt. Den
Primkorper Q =2, der Charakteristik 0 haben wir ausgeschlossen, da fiir ihn
]eder Cohomologie-Automorphismus die Identitit ist.

1.2. Ein Cohomologie- Automorphismus 2 ist bereits defzmert wenn man ihn
fiir alle CW-Komplexe so definiert hat, dafl alle Bedingungen der Definition 1.1
im ‘Rahmen der Kategorie der CW-Komplexe [24] erfiillt sind. An Stelle der
CW-Komplexe koénnte man auch die simplizialen Komplexe wihlen. Eine
entsprechende Bemerkung iiber Cohomologie-Operationen findet sich bereits
bei SERRE [19, §4], der dort den allgemeinen Begriff der Cohomologie-Opera-
tion zuerst eingefiihrt hat. Wir wollen diese Dinge hier nicht niher ausfithren.
Wir erinnern nur daran, daB die geometrische Realisierung [K| eines semi-
simplizialen Komplexes K ein CW-Komplex ist [I14]. Wenn K insbesondere
der singulidre Komplex SX eines topologischen Raumes ist, dann hat.man eine
kanonische Abbildung jy: !SX | X, welche Isomorphismen aller Cohomologie-
Gruppen induziert. Fiir eine stetige Abbildung f:Y—X hat man eine stetige
Abbildung f':|SY|—|SX| und das kommutative Diagramm:

ISY| ]SXI
(3) ird Jix
y 4L x

Wegen der Abbildung j5 weiBl man also, wie A auf H**(X) zu definieren ist,
wenn man es auf H**(|SX|) kennt. Man verwendet (3), um zu zeigen, daB
der nun fiir alle topologischen Riume definierte Cohomologie-Automorphis-
mus A mit Abbildungen vertauschbar ist.

Wir stellen weiter fest, daB ein Cohomologie- Automorphismus 2 sogar bereits
definiert ist, wenn er fiir alle endlichen CW-Komplexe so definiert ist, daf alle
Bedingungen der Definition 1.1 tm Rahmen der Kategorie der endlichen CW-
Komplexe erfilllt sind.

Fiir jeden CW-Komplex X hat man nidmlich dle Isomorphie

(4) H**(X; Z,) =lim H*(X,; Z,)
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wo X, alle endlichen Teilkomplexe durchlduft (inverser Limes). Fiir die Iso-
morphie (4) wird ausgenutzt, daB der Koeffizientenbereich Z, ein Korper ist.
(Vgl. hierzu [9, Chap. VIII, Theorem 5.7 und Exercise F2].)

Die Uberlegungen dieses Abschnitts zeigen, da8 gewisse im nichsten Ab-
schnitt zu formulierende Eigenschaften von A nur fiir endliche CW-Komplexe
bewiesen zu werden brauchen.

1.3. Zunichst eine Bemerkung iiber das Cup-Produkt. Fir eine Triade
(X, Y,,7,) topologischer Raume (Y;CX, Y,(X) kann man die singuldren
(semi-simplizialen) Komplexe SY,0SY, und S(Y;UY,) betrachten, welche
Unterkomplexe von SX sind. Die Triade (X; ¥}, Y,) heiBe eigentlich, wenn die
Inklusion SY,uSY,{S(Y;UY,) Isomorphismen der ganzzahligen Homologie-
gruppen dieser Komplexe und damit auch Isomorphismen aller Homologie-
und Cohomologiegruppen mit beliebigen Koeffizienten induziert {9, Chap. VII,
§11]. Zum Beispiel ist (X; Y;, Y,) dann eigentlich, wenn X ein CW-Komplex
ist und Y}, Y, Unterkomplexe sind. Verwendet man einen Ring als Koeffizien-
tenbereich fiir die singulidre Cohomologie, dann ist fiir eine eigentliche Triade
(X;Y;,Y,) das Cup-Produkt definiert: Fiir a € H*(X, Y;) und b€ H™(X,Y,) ist
avb =ab ein Element von H" " (X, Y,UY,). Die iibliche Definition des Cup-
Produkts liefertsb zunichst nur als Element von H*+"(SX, SY, L SY,). Diese
Gruppe ist aber bei einer eigentlichen Triade kanonisch isomorph zu
H”‘*”’(SX, SVuYy)) =H"""(X,Y;uY,). (Man ziehe das Fiinfer-Lemma
heran.)

Satz. Ein Cohomologie-Automorphismus A fiiv die Cohomologie mit Koeffi-
zienten Z, sei gegeben (1.1). Ev kann dann auf eine und wnuy eine Weise fir
belicbige Raumpaare (X, Y) definiert werden,

A H** (X, V)~ H** (X, Y),

so dafi er fiir Y= mit dem gegebenen A tibeveinstimmi und daf gilt:
(1) A ist additiv.

(1) A ist mit Abbildungen (X, Y)—>(X', Y') vertauschbar.

(i) Fiir eine eigentliche Triade (X;Y,, Ys,), Hir ac H*¥* (XY}, b H¥* (X )Y,)
und damit a o bEH** (X, Y,0Y,) gilt: A{awb) =Law Ab.

(iv) A 4st stabil.

(v) A ist mat dem Corand-Operator §: H¥* (V) —>H** (X, Y) vertauschbar.

Beweis. Fiir ein Paar (X, Y) endlicher CW-Komplexe (Y Teilkomplex) ist

(5) H*(X, Y)=H*(X]Y),

wo X/Y aus X durch Identifikation von ¥ zu einem Punkt ensteht, der in X/Y
die Rolle des Basispunktes iibernimmt. H* bezeichnet die beziiglich des Basis-
punktes ,reduzierte’” Cohomologie (H'=H' fir 4> 0). Damit ist klar, wie A
fiir ein Paar endlicher CW-Komplexe definiert werden muf. Fiir ein beliebiges
Paar (X,Y) von CW-Komplexen (Y Teilkomplex) gilt in Verallgemeinerung
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von (4)
(6) H**(X,Y) =lim H*(X,, YA X,),

wo X, die endlichen Teilkomplexe durchliuft. 2 wird nach (6) fiir (X,Y)
definiert. Man sieht leicht, daB die Definition nicht davon abhingt, wie der
Raum X als CW-Komplex dargestellt wird und daB 4 mit Abbildungen inner-
halb der Kategorie der Paare von CW-Komplexen vertauschbar ist. (Vgl. die
entsprechenden Uberlegungen bei M. F. ATrvan and F. HIRZEBRUCH, Analytic
cycles on complex manifolds (erscheint demnichst in ,,Topology*‘, Pergamon
Press), §1). Fir ein beliebiges Paar (X, Y) topologischer Raume ist SY Teil-
komplex von SX und

(7) ix: (|SX]|SY]) ~ (X, Y)

induziert Isomorphismen der Cohomologie-Gruppen. Damit ist 2 fiir ein belie-
biges Paar definiert. (ii) folgt unmittelbar aus (3). Nun zum Beweis von (iii).
Fir Paare (X, Y) und (X,, Y,) endlicher CW-Komplexe betrachten wir die
Homomorphismen

H* (X, V) QH*(X,,Y,) % H* (X X Xy, Vi X Xy 0 Xy X Yy)
(8) s
H*((X,/Y) (X,/Yy))

(Tensorprodukt iiber Z ), wobel « und foa in bekannter Weise durch das
Cup-Produkt gegeben werden, wihrend § durch

Xy[Yy X XY, — (Xl/Y1><X2/Y2/)(X1/Y1 v X,lYy) = Xy X Xp/(Vi X X, u Xy X V)

induziert wird (vgl. |4, §11). Bezeichnet man mit $, und $, die Projektionen
von XY, X X,/Y, auf Xi/Y; bzw. X,[Y,, dann ist (Bog) (%, %5) = pF % up¥ %s.
Daraus folgt, daB A mit §oa vertauschbar ist, wobei wir 4 auf dem in (8) vor-
kommenden Tensorprodukt durch 2 (%, & x,) = 1 x; & 4 x, operieren lassen. Da g
injektiv und mit A vertauschbar ist, ist 2 auch mit « vertauschbar. Wir setzen
nun X;=X,=X. Die Diagonalbildung von X in XX X bildet ¥;Y; in
Y x X,uX XY, ab.

A1 (X, Y oY)~ (XxX, Y, x XoX xYy).

Die zu beweisende Gleichung (iii) ist nichts anderes als die Vertauschbarkeit von .
A*oo mit 4, die aber richtig ist, da 4 mit « und mit A* vertauschbar ist. Man
beweist (iii) in voller Allgemeinheit, indem man (6) und die Realisierungen
semi-simplizialer Komplexe verwendet. Die Einzelheiten mégen dem Leser
tiberlassen sein.

Wir kommen nun zum Beweis von (iv). Es sei X ein endlicher CW-Komplex
mit Basispunkt. Die 1-Sphére 8 werde kanonisch ortentiert und sei ebenfalls
mit Basispunkt versehen. Unter dem Koeffizienten-Homomorphismus Z—Z,
geht das.zur Orientierung gehorige erzeugende Element von H(8'; Z) in ein
erzeugendes Element ¢ von H'(S'; Z)) iiber. Die Einhdngung von X ist der
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CW-Komplex
S(X)=8'AX =8'xX/S'vX, vgl[4 §1].

Man hat einen kanonischen Isomorphismus
E:H*(X)— H*(S'A X),

der wie folgt definiert ist. Man setzt in (8) X; =8, X, =X und {fiir ¥3, ¥, den
jeweiligen Basispunkt. Dann ist

E(x) =a(g®x), xCH*(X)=H*(X, ).

Wie wir vorhin bemerkt haben, ist A mit o vertauschbar. Nach (2) ist 1{g) =¢g.
Also ist 4 mit E vertauschbar. Dies ist gerade die Stabilitat.
(v) braucht wegen (6) und (7) nur fiir ein Paar (X, Y) endlicher CW-Kom-
- plexe bewiesen zu werden. In Y werden ein Basispunkt ausgezeichnet. Es
geniigt dann, die Behauptung fiir yngI *(Y) nachzuweisen. Es sei f die Ein-
bettung von Y in X. Der Abbildungskegel C; ist ein endlicher CW-Komplex
mit Basispunkt und auf kanonische Weise homotopie-dquivalent mit X/Y,
vgl. [4, 18]. Es gibt eine Abbildung Qf von C;in S A Y und ¢ ist gleich (Qf)*cE
gefolgt von dem kanonischen Isomorphismus H* (0P = H* (X)Y) =H*(X,Y).
Die Behauptung (v) folgt nun aus (1) und der vorhin bewiesenen Vertausch-
barkeit von A mit E.
1.4, Ein Cohomologie-Automorphismus A ist bereits durch sein Operieren
auf den Cohomologie-Ringen der endlichen CW-Komplexe bestimmt (1.2).
Aus dieser Tatsache und aus 1.3 (iv) folgert man, daB sich A.in der Form

©) A=Y 4
7=0

schreiben 14Bt, wo A;:H*(X)—H"*/(X), (X beliebiger topologischer Raum,
n=0,1,2,...), eine stabile Operation ist, die die Dimension um 7 erhoht.

[ee]
(9) bedeutet, daf fiir £ H**(X) mit z = Y, z; und z,€ H (X)
i=o

(10) A:(2) :i‘ili z;
und N
(11) Z(z)zgﬂjz.

Auf Grund der Definition von H** sind die unendlichen Summen (10) und (11)
sinnvoll,

Auf H*(8") ist 2 gleich der Identitdt ((2) und 1.3 (iv): Vertauschbarkeit
mit E, die #-Sphire 8" ist die (n—1)-fache Einhingung von 8'). Fiir einen
endlichen CW-Komplex X, dessen #-Skelett mit X* bezeichnet werde, ist 3
auf H* (X", X*1) die Identitit, da X"/ X"! ein Bukett von Sphiren ist.
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Wegen der exakten Sequenzen
HA (X", XY~ H*(X") >0, 0> H"(X) > H"(X")

ist A, die Identitit (und zwar wegen 1.2 fiir jeden topologischen Raum X).
LemMA. Fiir jeden Raum X ist ) ein Automorphismus von H** (X).
BewEls. Wegen 1.2 geniigt es, dies fiir endliche CW-Komplexe nachzu-

weisen, da dann die Existenz des inversen Cohomologie-Automorphismus A1

gesichert ist. In diesem Fall ist die Behauptung klar, da 4 wegen (9) und

Ao =Identitdt injektiv ist und H**(X) =H*(X) ein endlich-dimensionaler

Vektorraum iiber Z, ist. Man kann auch 4! sofort explizit angeben. Man setze

A=1+2h=14u.

i=1
Dann ist
et . .
(12) A==,
j=0

wo 4! die j-fache Iteration von u bedeutet. Es ist klar, daB (12) die j-dimensio-
nale Komponente von 471 als endliche Summe

2, ook, (b i =1, 8y € Z)
iefert. ‘ )
Cohomologie-Automorphismen kénnen. hintereinander geschaltet werden.
Die Cohomologie-Automorphismen (fiir-die Cohomologie mit Koeffizienten
in Z,) bilden eine Gruppe, die mit Coh (Z)) bezeichnet werde.

1.5. Satz. Wenn q==2, dann sind fiir esnen Cohomologie-Automorphismus A
alle Komponenten A; (vgl. (9)) mit ungevadem i gleich 0.

Bewels. H** (X X 81) enthilt H**(X) als Unterring und ist ein freier
Modul iiber H** (X} mit einer Basis 1, g€ H**(X X §8Y), (g€ HY, gg=0), fir die
Ag) =g. Fir xc H™(X) ist

Axg) = A g = (=)™ Alga) = (—1)"g - Ax = (—1)" 3 (—1)*+" A% ¢.

i=0
Es folgt A; =(—1)'4; und damit die Behauptung.

Der Satz ist fiir ¢ =2 falsch, wie der Cohomologie-Automorphismus Sg
(s. 1.1) zeigt.

1.6. Zusammenfassend kénnen wir sagen, dafl ein Cohomologie-Automor-
phismus A (fiir die Cohomologie mit Koeffizienten in Z)) eine natiirliche Trans-
formation der singulidren Theorie in sich ist, welche die multiplikative Struktur
und fiir ¢==2 die Z,-Graduierung erhilt:

H**(X) = H*(X) + H4(X),

N w0 = [0, B0 — TERX), (vl 4 $140]).

m=0

Wir unterscheiden jetzt die beiden Fille ¢ ungerade und ¢ =2.
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a) g ungerade.

Der Ring der formalen Potenzreihen in einer Unbestimmten x iiber Z,
werde mit Z, [[x]] bezeichnet (entsprechende Bezeichnung fiir mehrere Unbe-
stimmte). Z, [[x]] ist isomorph zu H** (P, (C)), dem Cohomologie-Ring des
unendlich-dimensionalen komplexen projektiven Raumes. Wir stiften einen
Isomorphismus, indem wir x ein von 0 verschiedenes (und damit erzeugendes)
Element von H?(Py (C)) =7, zuordnen. Jetzt ist () wohldefiniert als Ele-
ment von Z, [[x]], und zwar ist es wegen 4, =Identitdt von der Form

Da P, (C) ein Eilenberg-MacLanescher Raum K(Z, 2) ist, gilt (14), wenn man #
durch ein beliebiges Element von H2(X,Y) ersetzt, welches Reduktion einer

ganzzahligen 2-dimensionalen Cohomologie-Klasse von (X, Y) ist. Insbesondere
trifft das zu fiir X = P, (C) X P, (C) und Y =J. Nun ist

H** (P (C) X Py (0)) = 2, [[%, %]],

Wwo %1, %, Unbestimmte tiber Z, sind, die bei dem Isomophismus 2-dimensionalen
Cohomologieklassen entsprechen. Aus der Additivitdt von 4 ergibt sich fol-
gende Gleichung in Z, {[x,, %,]]

8
8

bi(xl—}-xz)j:. b‘x{—;—' b; xh.

7
i=1 i=1

Ibv1g

(15)

I
I

7

tlementare Eigenschaften der Binomialkoeffizienten implizieren, da8 b; =0,
wenn 7 keine Potenz von g ist. Wir setzen

(16) Ax) =x+a s tay 2@+ fa;af o, 4,62,
Die Potenzreihe A(x)€Z,[[x]] hingt offenbar nicht von der Auswahl des
erzeugenden Elementes von H? (P, (C)) ab, das wir x zugeordnet haben.

b) g=2.

Der Ring Z,[[«]] wird jetzt als Cohomologie-Ring H** (Fy (R)) des un-
endlich-dimensionalen reellen pgojektiven Raumes realisiert, indem wir der

Unbestimmten x das von 0 verschiedene Element von H(Fy (R)) = Z, zuord-
nen. Wie in a) erhilt man die Potenzreihe

(17) }.(x):x+a1x2+u2x4+~-~i—a7~x2i—«}—---, a;CE,.
Die Gleichung (17) bleibt richtig, wenn man x durch ein beliebiges Element von

HYX,Y) ersetzt, da Py (R) ein Eilenberg-MacLanescher Raum K(Z,, 1) ist.

Bei der Definition der Potenzreihe A(x) wurde die Additivitit von A be-
nutzt, aber nicht, daB A die multiplikative Struktur erhalt.

Mit G(Z,) werde die Gruppe der Potenzreihen der Gestalt (16) bzw. {17)
beziiglich des Ineinander-Setzens ‘bezeichnet:

fx)og(x) =7(g(x))-
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Ordnet man jedem Cohomologie-Automorphismus A die Potenzreihe' A(x) zu,
dann erhilt man einen Homomorphismus

{18) Coh(Z) ~G(Z;),  (vgl. SchluBl von 1.4).

Wir werden in 1.8 sehen, daB (18) bijekﬁv, also ein Isomorphismus ist. Ent-
scheidend sind dafiir die Ergebnisse von Milnor iiber die Steenrodsche Algebra. -

1.7. Uber die Steenrodsche Algebra. Wir folgen den Bezeichnungen von
Milnor [16]. Es sei also. S* die Steenrodsche Algebra fiir die Primzahl g. Die
Algebra S* ist graduiert, assoziativ und vom endlichen Typ tiber Z,, d.h.

S* =3 S,
i=0

und §*ist cin endlich-dimensionaler Vektorraum iiber Z,. (S° hat die Dimen-
sion1.) Nach CarTAN und SERRE [7, 19] ist S‘ die additive -Gruppe der
stabilen Operatlonen vorr der Cohomologle mit Koeffizienten Z,in sich, die die
Dimension um ¢ erhéhen. Also ist fiir jeden Cohomologie-Automorphismus A
die Komponente 4, ein Element von S*. Jedoch ist- 4 selbst nicht ein Element
von S*. Wir fithren deshalb in Analogie zu 1.1 das direkte Produkt der S*
ein und nennen es S**. Die Cohomologie-Automorphismen entsprechen dann
bestimmten Elementen von S$**. Es handelt sich nun darum, festzustellen,
welche Elemente von S** Cohomologie-Automorphismen sind.

MiLNoR definiert in §3 seiner Arbeit [16] den Ring-Homomorphismus
y*:5* > S*@ S*  (Tensorprodukte immer itber Z,),

welcher S* zu einer Hopfschen Algébra macht. Wir setzen S*& S*=U*,
Dann ist
=2 SRS
i4j=n
und ‘¢* bildet $* in U” ab. Es ist klar, dal} »* auf natiirliche Weise einen
Homomorphismus
w** . S** — U**, U** — ﬁ U”,

ne=0

induziert. Wir nennen nun diejenigen Elemente ¢ von S** multiplikativ,
welche von 0 verschieden sind und fiir die

P e=cQ ¢,
das soll heiBen
vro =2 ¢,®c;, (vgl. auch [I]).
iti=k
Da S* eine Hopfsche Algebra ist, folgt sofoit ¢, =1.
Lemma., Fiir ungerades g ist ein Element von S** dann und nur dann ein
Cohomologie-Automorphismus, wenn es multiplikativ ist wnd wenn seine unge-
rade-dimensionalen Komponenten verschwinden. Fiiy q =2 ist ein Element von
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S** dann und nur dann ein Cohomologie-Automorphismus, wenn es multiplika-
b st

Der Beweis ergibt sich sofort aus 1.5 und aus der Definition von y*
(s. [16, §3, Lemma 1]). Wir hitten den Begriff des Cohomologie-Automorphis-
mus auch so fassen kdnnen, daB alle multiplikativen Elemente von S**, auch
diejenigen, deren ungerade-dimensionalen Komponenten nicht alle verschwin-
den, darunterfallen. Aber der Einfachheit wegen haben wir uns fiir g2 auf
die beschriankt, welche die Z,-Graduierung erhalten (1.6) oder (iquivalent) auf
die, welche Ring-Homomorphismen H** (X) — H** (X) sind.

1.8. Satz. Der Homomorphismus Coh(Z)) —G (Z,) der Gruppe der Cokomo-
logie-Automorphismen in die Gruppe G (Z,) (s. 1.6 (18)) ist bijektiv.

BEWEIS FUR UNGERADES ¢: MILNOR {16] betrachtet das Dual S, der Steen-
rodschen Algebra S*. Da S** =Hom(S,, Z,), hat man die Paarung (&, ")
zwischen Elementen a ¢ S** und '€ S,,, die .von Milnor nur fiir a€ $* be-
trachtet wird. Fiir homogen-dimensionale Elemente a, b€ S* und @', '€ S,
gilt
(19) <a® b, a'®b’> — (___ 1)dimb'dima’ <a, a,>" <b, b:>
Die Homomorphisme

P IS* > S*RS* und y,: S, @S> S,

sind per definitionem dual (p, ist das Produkt im Ringe S,). Also ist, wie man
leicht iiberlegt,

(20} {y** o, a’@b’)xz (g (@ QB7))  fiir u€ S**,

Wenn wir fiir # einen Cohomologie-Automorphismus A einsetzen, dann folgt
(Lemma 1.7 und (19), (20))

(21) Aa'b'y=<4a) {4 b5,

wo a'b’ =y, (@’ Q¥’) das Produkt in der Algebra S, bezeichnet. Nach MiL-
NOR [16] ist S, das Tensorprodukt der durch Unbestimmte 7y, 7y, 7g, ... €I~
zeugten Grassmannschen Algebra (7;€ S,,_,) und dem Polynomring in Unbe-
stimmten &, &,, ... tiber Z,, wo £,€ Spi_s. Wegen S** —=Hom (Sy, Z,) und
wegen (21) ist ein Cohomologie-Automorphismus durch die Werte (2, £,> und
(A, ;> festgelegt (<A4,1) =1). Nun betrachten wir mit Milnor den Linsen-
raum X =13i«r’n60‘SZN+1/Zq und die erzeugenden Elemente a € H'(X; Z) und

BEH?(X; Z). Dann folgt [16, Lemma 4 und 6]
(22) Aw) =a+ X <A 7o p"
1=0

und deshalb <4, 7;> =0, da dim g% — dim « ungerade ist. Ebenso folgt

o0

(23) A(B) =.Z <4, §i>/3qi* (Eo=1).

i=g
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Fiir die natiirliche Projektion
n: X =P (C)

ist w*g=f, wo g ein geeignetes erzeugendes Element von H2(P(C); Z,) ist.
Da #** injektiv ist, folgt aus (23)

) =g+ 2 A& g
Der Koeffizient a; der Potenzreihe A(x) in (16) ist also gleich {4, ;>. Damit
ist bewiesen, daB Coh(Z)) —~G (Z,) injektiv ist.
Es bleibt zu zeigen, daf jede Potenzreihe

(24). 2a4;7€G(Z), (@=1),

=0
als Potenzreihe eines Cohomologie-Automorphismus auftritt. Wir definieren
eine Element A€ S**, indem wir das entsprechende Element A’ € Hom (S, Z,)
angebernt, 4’ ist durch folgende Angaben bestimmt.

‘a) A': Sy —Z, ist ein. Ring-Homomorphismus,

b) () =<4 7> =0, ¥ &) = <A &> =a.
In §4 von [16] betrachtet M1LNoR (fiir endliche CW-Komplexe X) einen Ring-
Homomorphismus 4*, den vwir hier mit A bezeichnen, um Verwechslungen zu

vermeiden:
A H*(X)—~H*(X)® S,

Man kann /A ohne weiteres fiir einen beliebigen Raum X definieren, wenn man
H*(X) durch H**(X) ersetzt. A" sei der Ring-Homomorphismus

A H*(X)Q Sy — H*(X) mit A" (a®b) =a-N'b.

-Dann ist nach []6, Lemma 4]
A=2A"oA.

Also ist A: H* (X)—H*(X) auch ein Ring-Homomorphismus und deshalb, wie
man leicht sieht, ein Cohomologie-Automorphismus mit der gegebenen Potenz-
reihe (24). ,

Der Satz wird fiir ¢ =2 fast genauso bewiesen (vgl. [16, Appendix 1]).

1.9. Fiir ¢ =2 148t sich jeder Cohomologie-Automorphismus 4 durch die
Steenrodschen reduzierten Quadrate Sg* ausdriicken, d.h. die j-dimensionale
Komponente 1; (j=0,1, 2, ...) ist ein ,,Polynom* in den S¢'. Dies ist klar, da
die Steenrodsche Algebra durch die S¢* erzeugt wird. Fiir ungerades ¢ wird die
Steenrodsche Algebra durch die Bocksteinsche Operation é und die Steenrcd-
schen reduzierten Potenzen &7 (vgl. 1.1) erzeugt. Es gilt aber auch hier:

Lemma. Ein Cohomologie-Automorphismus A fiir die Cohomologie mit Koeffi-
zienten in Z, (q ungerade Primzahl) 1apt sich durch die Steenrodschen reduzierten
Potenzen ausdriicken, d.h. 4; (1 =0,1, 2, ...) tst ein Polynom. in den &, (oder
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anders gesagt: A; gehort au der durch die P erzeugten Unieralgebra St* von S* ).
Insbesondere ist A;=0, wenn {50 (mod 2(g— 1)).

Bewers. A nimmt auf allen Elementen von S, , die dem durch z,, 7, 7, ...
erzeugten Ideal 7 von S, angehéren, den Wert 6 an (vgl. (22)). Aus (19)
und (20) folgt, daB jedes Element von St* das Ideal I annuliert. Aus [6,
Lemma 8] folgt umgekehrt, daB ein Element von $*%, das I annuliert, zu 5t*
gehort.

1.10. Die Steenrodsche Algebra S* besitzt einen kanonischen Anti-Auto-
morphismus [16, §7], der zu einem Anti-Automorphismus von S** erweitert
werden kann. Aus seiner Definition folgt unmittelbar, daB er einen Cohomo-
logie-Automorphismus 4 in A% iiberfithrt.

§ 2. Charakteristische Klassen

2.1. Bezeichnungen. Wir betrachten im folgenden reelle Vektorraum-
Biindel, von denen wir durchweg voraussetzen, dall sie einen parakompakien
Basisrauwm haben. Sie lassen dann die orthogonale Gruppe als Strukturgruppe
zu, und es gibt immer Biindelabbildungen in das universelle Biindel [15]. In
den jeweiligen Abschnitten wird die singuldre Cohomologie mit Koeffizienten
in einen festen Primkérper der Charakteristik ¢ betrachtet, wobei auch ¢ =06
vorkommen wird. Die Koeffizientenbereiche werden also Z, (¢=0) bzw. Q,
der Korper der rationalen Zahlen sein, der auch mit Z, bezeichnet werde. Beil
der Anschreibung der Cohomologie-Gruppen wird der Koeffizientenbereich
hiufig weggelassen. Falls ¢==2, wird immer vorausgesetzt, dafl die auftreten-
den Vektorraum-Biindel orientiert sind, also die spezielle orthogonale Gruppe
als Strukturgruppe zulassen.

Wir setzen die Theorie der charakteristischen Klassen als bekannt voraus
[5, 11, 15]. Die Stiefel-Whitneyschen Klassen werden nur fiir ¢ =2 betrachtet.
Die Pontrjaginschen Klassen sind ganzzahlige Klassen. Wenn wir fiir die
Cohomologie den Primkdrper der Charakteristik ¢ verwenden, dann bezeichnet
#, der Einfachheit wegen das Bild der ganzzahligen 4i-dimensionalen Pontrja-
ginschen Klasse unter dem Koetfizienten-Homomorphismus von Z in den
Primkdrper. Fiir ¢ =2 ist also p; =wj;, wo w», die j-dimensionale Stiefel-
Whitneysche Klasse bezeichnet (vgl. [5, Part II, §30.8]). ’

2.2. Fiir die Cohomologie wird ein fester Primkérper Z, (g beliebig) als
Koeffizientenbereich verwandt. Gegeben sei ein reelles Vektorraum-Biindel &
mit Faser R”, Totalraum E,, Basis B, und Projektion 7;. (Den Index & werden
wir hiufig weglassen, wenn keine Verwechslungen zu befiirchten sind.j Den
Verabredungen von 2.1 folgend wird fiir ¢==2 vorausgesetzt, daB & orientiert
ist. E, y=E, bezeichnet wie bei MiLNOR[15] die Menge der Punkte von E, die
nicht gleich der ¢ ihrer Faser sind. Es gibt eine kanonische Klasse U € H"(E, E,)
(vgl. 2.B. [15, Chap. V1], Theorem 10, und Chap. VII, Theorem 10']) und den
Thomschen (additiven) Isomorphismus

y [ PHB)SHEEE), O =ataoU,  s€H(D),
( { @: H**(B)—~H**(E,E,), @ =a**z0U, xcH**(B).
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Wenn ¢==0, dann kénnen wir einen Cohomologie-Automorphismus 4 betrach-
ten (1.1, 1.3). Wir setzen

@ AE) = PA(AU)) = DA (1) CH**(By).

Wir haben damit eine Operation 4 definiert, welche jedem Vektorraum-Biindel
ein Element des Cohomologie-Ringes H** seiner Basis zuordnet. Um die
Eigenschaften von A besser formulieren zu konnen, fithren wir folgende Defi-
nition ein.

2.3. Fir die Cohomologie wird wieder ein fester Primkérper als Koeffi-
zientenbereich verwandt. Wenn die Charakteristik verschieden von 2 ist, wer-
den die Vektorraum-Biindel als orientiert vorausgesetzt.

DEFINITION. Eine Operation u, welche jedem Vekiorvaum-Biindel & ein Ele-
ment p (&) € H**(B,) zuordnet, dessen O-dimensionale Komponente gleich 1 isi,
heift multiplikativer Funktor, wenn gilt

(i) p.verhdlt sich natiirlich bei Biindelabbildungen.

(i) Fir die Whitneysche Summe & zweier Vektorraum-Biindel &, n mit
B, =B, ist
pEDN) =pE) puin).

Mit G** (X) werde fiir g =2 die Menge aller Elemente von H** (X) verstanden,
deren 0-dimensionale Komponente gleich 1 ist. Fiir g2 sei G**(X) dagegen
die Menge aller Elemente von H**(X), deren 0-dimensionale Komponente
gleich 1 ist und deren ungerade-dimensionale Komponenten verschwinden.
In beiden Fillen ist’ G**(X) eine abelsche Gruppe beziiglich des Cip-Pro-
dukts.

Aus der Theorie der klassifizierenden Raume folgt, daB sich y (&) fir ¢ =2
durch die Stiefel-Whitneyschen Klassen und fiir ¢ 5= 2 durch die Pontrjaginschen
Klassen und die Eulersche Klasse ausdriicken 148t. Per definitionem ist
1 (E) EG**(B,) fiir g =2. Aber auch fiir ¢==2 ist dies richtig. Wie wir spiter
sehen werden (2.5) kommt (fiir ungerades g) die Eulersche Klasse in Wirklich-
keit nicht vor, so daB die von 0 verschiedenen Komponenten von u (&) sogar
durch 4 teilbare Dimension haben.

2.4, In 2.2 hatten wir einen Cohomologie-Automorphismus A die Opera-
tion A zugeordnet. Die 0-dimensionale Komponente von 4 ist gleich 1, da 4,
die Identitdt ist.

Satz. Die Operation A st ein multiplikativer Funktor im Sinne der Defini-
tion 2.3.

Der. Beweis geht genauso wie bei MiLNor [15, Chap. VII (Verification of
axioms)]. Siehe insbesondere Milnors Theorem.11, das die Eigenschaft 2.3 (ii)
fiir den Cohomologie-Automorphismus’ Sg betrifft. Beim Beweis hat man
1.3 (iii) zu verwenden. Vorzeichenschwierigkeiten treten nicht auf, da 4/%)
mit jedem Element von H**(B,) vertauschbar ist.
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2.5. Ein multiplikativer Funktor im Sinne von- 2.3 ist fiir Charakteristik

g =2 die fotale Stiefel-Whitneysche Klasse w = Y w, (w, =1, w,€ H%) und fiir
1==0 =)
Charakteristik g == 2 die totale Pontrjaginsche Klasse p = X, ; (pg=1, p; € H*Y),
1=0
s. [11, §4.5]. Essei {K;(w,, ..., w;)} eine multiplikative Folge von Polynomen
mit Koeffizienten in Z, (s. {11, §1]). Die w; werden hier als Unbestimmte tiber
Z, betrachtet. Ordnet man dann jedem Vektorraum-Biindel & das Element

3) ZKj(wl(E)» ---ij\(g))EH**(Be)

=0

zu, dann erhilt man einen multiplikativen Funktor im Sinne von 2.3.

Ebenso liefert jede multiplikative Folge {K;(#,, ..., #,)} von Polynomen
mit Koeffizienten in Z, (¢=F2) einen multiplikativen Funktor, indem man
jedem orientierten Vektorraum-Biindel & das Element

X

{4) 2K (p1(8), ..., p;(E)) € H** (By)

j=0
zuordnet.
Wir werden, zeigen, daff man auf diese Weise alle multiplikativen Funkioren
erhiilt:

Gegeben sei ein multiplikativer Funktor u{g ==2). Dann gibt es éine und
nur eine Potenzreihe Q(u, x)€Z,[[x]], so daB u(&) =Q(u, w, (&) fir jedes
Vektorraum-Biindel £ mit Faser R'. Dies ergibt sich mit Hilfe des universellen
Biindels (Faser R!) iiber dem unendlich-dimensionalen reellen projektiven
Raum B, (R). Zu dieser Potenzreihe gehort nun eine multiplikative Folge von
Polynomen [1, §1] und zu dieser nach (3) ein multiplikativer Funktor, der mit
w iibereinstimmt. Diese Ubereinstimmung ist klar fiir Vektorraum-Biindel, die
Whitneysche Summe von Biindeln mit Faser R! sind, und deshalb fiir jedes
Biindel £, da man zu & (Faser R") einen Raum Y und eine stetige Abbildung
{:Y— B, finden kann, so dafl f#& Whitneysche Summe von # Biindeln mit
Faser R fiber Y ist und daB f**: H**(B,) - H**(Y) injektiv ist. Y ist der
Totalraum des zu & assozilerten Biindels mit O(n)/(Z,)" als Faser [, Part I,
§9.2]. (Y ist parakompakt als Faserbiindel itber einem parakompakten Raum
mit kompakter Fascr.)

Gegeben sei ein multiplikativer Funktor u(g5=2). Dann gibt es eine und
nur eine Potenzreihe Q(u, 2) € Z,[[z]] mit (&) =Q(u, p, (£)) fiir jedes orien-
tierte Vektorraum-Blindel £ mit Faser B2 Dies ergibt sich, indem man be-
achtet, daB u (&) =u(6 D 1), wo 1 das triviale Vektorraum-Biindel mit Faser R
ist, und daBl H**(Bggo 3)) =Z,[[$1]]. Zur Potenzreihe Q (u, z) gehort eine multi-
plikative Folge von Polynomen und zu dieser nach (4) ein multiplikativer
Funktor, der mit u iibereinstimmt. Diese Ubereinstimmung ist zundchst klar
fiir orientierte Vektorraum-Biindel, die Whitneysche Summe von orientierten
Biindeln mit Faser R? sind, und dann fiir jedes Biindel &, da man zu & einen
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Raum Y und eine stetige Abbildung f: Y — B, finden kann, so daBl /*£ Whitney-
sche Summe von orientierten Vektorraum-Biindeln mit Faser R? und eventuell
einem trivialen Biindel mit Faser R! ist und daB f** injektiv ist [§, Part I,

§931.
2.6. Die Uberlegungen von 2.5 haben gezeigt:

SaTz. Ordnet man jedem multiplikativen Funktor u (s. 2.3) die multiplika-
trve Folge von Polynomen mit der charakteristischen Potenzreihe Q(u, x) € Z,[[x]]
bzw. Q(u, z) =2,[[2]] (g==2) 2u, dann erhilt man eine eindeutige Korrespondenz
zwischen den wmultiplikativen Funktoren und den multiplikativen Folgen wvom
Polynomen mitc Koeffizienten in Z,. Die Potenzreihe Q(u, x) bzw. Q(u, 2) ist
fitr g =2 bestimmi durch;

(5)  pE) =0 end) fiir jedes Vektorraum-Biindel & mit Faser R*
und fiiy q==2 duvch
©6) w(&) =0(up (£))  fiir jedes orientierte Vektorvaum-Biindel mit Faser R?.

Schreibt man formal

(7 w@=1+w(@) +-- +w,é)= H(1+x), (N groB, dim x; =1),

« danm st fiy ¢ =2 =
N
@) wl€) = IT Q. ).
Schreibt man formal ’
# N
®) pE =256 =1 (1+4), (N groB, dimx; =2),

1=0 =1

dann ist fiir g==2
(&) H Q(u, )

Fiir einen Raum X haben wir in [3] die abelsche Gruppe K O (X) definiert:
Man betrachte alle Vektorraum-Biindel mit Basis X. (Die Vektorraum-Biindel
brauchen nicht orientierbar zu sein; es wird an dieser Stelle auch zugelassen,
daB das Vektorraum-Biindel tiber verschiedenen Zusammenhangskomponenten
von X verschiedene Faserdimensionen hat.) F(X) sei die freie abelsche Gruppe,
die von den Isomorphieklassen aller dieser Vektorraum-Biindel erzeugt wird.
Fiir jedes Tripel £ =(&, &, &) von Isomorphieklassen mit & =& @& bilden
wir das Element [f] =& — & —£&" ¢ F(X). Die Gruppe KO(X) ist definiert als
die Quotientengruppe von F(X) modulo der Untergruppe, die von allen Ele-
menten der Form [#] erzeugt wird. Fiir die Definition analoger Grothendieck-
scher Gruppen im Rahmen der algebraischen Geometrie siehe [6].

LemMa. Der Primkorper Z, diene als Koe}‘ﬁzwntenberewh fitr die Cohomo-
logie. [eder multiplikative Funktor Uim Sinne von 2.3 induziert auf natiirliche
Weise einen Homomorphismus

: KO (X) - G**(X) C H** (X).



Cohomologie-Operationen und charakteristische Klassen 165

Bewers. Fiir ¢ =2 ist dies klar: g ist auf allen Erzeugenden von F(X)
definiert. (Zu jeder Erzeugenden & gibt es eine Darstellung von X als disjunkte
Vereinigung offener und abgeschlossener Teilmengen X, so da3 die Beschrdn-
kung &; von £ auf X konstante Faserdimension hat. Dann ist (&) € H*¥*(X)
gleich dem ,,direkten Produkt® der w(&)€ H**(X,;).) Da u(£) in der abel-
schen Gruppe G**(X) liegt, ist 4 auf F(X) wohldefiniert und, da es auf allen
Elementen der Form [¢] gleich dem Einselement von G**(X) ist, auch auf
KO(X).

Fiir ungerades ¢ ist y nach den Verabredungen von 2.3 zundchst nur fiir
orientierte Vektorraum-Biindel definiert. Da es sich jedoch durch die Pontrja-
ginschen Klassen ausdriicken 148t, die fiir nicht notwendigerweise orientierte
Vektorraum-Bindel erkldrt sind [17, §4.5], ist g auch fiir nicht notwendiger-
weise orientierte Biindel und damit fiir die Erzeugenden von F(X)} definiert.
u ist gleich der 1 von G**(X) auf allen Elementen der Form [7] € F(X).:

Jeder mnltiplikative Funktor g ist durch eine multiplikative Folge
{K:{wy, ..., )} baw. {K;(pi, ..., §;}} bestimmt. Es sel nun By = hm B o

der klassifizierende Raum der unendlich orthogonalen Gruppe. Es 1st fur g=2

H**(Bo; Z,) = Z,[[wy, w0y, ... ]]
und fiir g3=2

H**(BO: ) q[[?l’p%"‘]]’

wo w,; die universelle Stiefel-Whitneysche Klasse der Dimension ¢ und p, die
umverselle Pontrjaginsche Klasse der Dimension 4i. ist. Der multiphkative

Funktor g ist durch das Element Z K;(w,, ..., w;) bzw. Z K;(ps, ..., p;) von

H**(Bg; Z,) bestimmt. Wir werden deshalb gelegenthch emen multiplikativen
Funktor y einfach als Element von H** (Bg; Z,) ansehen und u € H**(Bg; Z,):
schreiben. Dieses Element von H**(Bg; Z,) ist gewissermaBen der Wert von g
auf dem stabilen universellen reellen Vektorraum-Biindel.

Ein multiplikativer Funktor p: K O (X) —>G** (X) C H** (X ; Z,) ordnet auch
jedem komplexen Vektorraum-Biindel & iiber X ein Element p (&) € G** (X) zu,
da £ als reelles Vektorraum-Biindel aufgefafSt werden kann. Ist ¢==2, also u
gegeben durch eine multiplikative Folge {K(p;, ..., #;)}, dann ist x (&) durch
eine multiplikative Folge in den Chernschen Klassen von £ darstellbar, die man
erhilt, indem man in K;(py, ..., p;) die Pontrjaginschen Klassen durch be-
kannte Polynome in den Chernschen Klassen ersetzt [11, §1.3]:

o<

u{&) Z (Cl & 58) (mit gf&z‘-{—l =0}.

Esseinun By = lim By, der klassifizierende Raum der unendlichen unitiren
Gruppe. Esist "%

H**(By; Z,) = Z,[[c1, ¢, .11

Mathematische Zeitschrift, Bd. 77 iz
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Wir kénnen daher y als Element von H**(By; Z,) autfassen. Auf Grund der
natiirlichen Inklusion U C O hat man den Homomorphismus

H** (Bo, Zq)'—P‘ H** (BU: Zq) ,

der (fuir g==2) injektiv ist und bei dem p (aufgefaBt als Element von H**(B,; Z))
in p (aufgefaBt als Element von H**(By; Z,)) iibergeht. '

2.77. SaTz. Gegeben sei ein Cohomologie-Automorphismus A fiir die Cohomo-
logie mit Koeffizienten in Z,. Zu ) gehort eine Potenzreihe (s. 1.6., (16), (17)).
Mt Hilfevon A definiert man fiir Vektorrawm- Biindel den multiplikativen Funktor
u =4, der nach (7') baw..(8') mit Hilfe einer Potenzreihe berechmet werden kani.
Esist

Q) Q(u,x) =A(x)[x firg=2. und Q(u, 2% =A(x)/x fir ¢ ungerade.

BEWEIS FUR UNGERADES ¢. Die Gleichung (6) ist fiir ein orientiertes & mit
Faser R* nachzuweisen. Nun ist @(UwU) die Eulersche Klasse e H?(B).
Wir betrachten die Injektion 7:E—(E, E;) (s. 2.2). Dann ist *U =a*e
(s. [15, Chap. VIII, Theorem 12]) und deshalb

(10) O =U% k=1,2,....

Da U Reduktion einer 2-dimensionalen ganzzahligen: Klasse ist, wird 1(U)
durch die Potenzreihe A(x) gegeben, indem man x durch U ersetzt. Alsq ent-
steht wegen (10) das Element A(§) =P *A(U) aus der Potenzreihe A(x)/x,
indem man x durch e ersetzt. Da.e¢? =p, (&), ist der Beweis beendet. (Fir
g =2 schlieBt man dhnlich. Man hat dann Biindel mit Faser B! zu betrachten.
Es gilt wieder eine Gleichung (10) mit ¢ =1, (£).)
2.8. Es sei y ein multiplikativer Funktor <2.3) und A ein Cohomologie-
Automorphismus. Ordnet man dann jedem Vektorraum-Biindel & das Element
AMp (5)) € H**(B,) zu, dann erhilt man den multiplikativen Funktor Aou, der
wiederum mit Hilfe einer Potenzreihe berechnet werden kann (2.6.). Es folgt

(11). Q(Aop, x) = Q(u, A(x)) fir g =2,
und ,
(11" Q(Aou, %) = Q(u, A(x)) fiir ungerades g.

Diese Formeln sind fiir das Folgende wichtig, wenn . durch A und 2 durch A
ersetzt wird. Den multiplikativen Funktor 4o } bezeichnen wir mit Wu(4),
siche 2.11 Es gilt dann nach (9), (11) und (11")

(12) QA o4, %) = x/A (%) fiir g==2
und
(12) Q(A ol 2% = x/A2(x)  fir ungerades g.

2.9. Esbesteht ein Zusammenhang zwischen dem Satz" von Riemann-Roch
(Toddschen Polynomen) und Cohomologie-Operationen [707], den wir in dieser
Arbeit genauer untersuchen wollen (vgl. Einleitung). Fiir diesen Zweck ist
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das Verhalten der fiir die multiplikative Folge der Toddschen Polynome cha-
rakteristischen Potenzreihe x/(1 — e~ *) modulo einer Primzahl ¢ von Bedeutung.

LeMMA. Ersetzt man in dey Potenzieihe x|(1 — e~ %) die Unbestimmie x durch
f-x mit f=g"Y (g Primzahl), so erhilt man eine Potenzreihe in x, deren
Koeffizienten von dey Gestalt v sind, wo wm ganz und wicht negativ und »
eine rationale Zahl ist, deven Zihler und Nenner zu g tetlerfremd sind. Die
Reduktion von f”-v modulo g ist per definitionem ein Element von Z,, das
verschwindet, wenn w> 0. Also ist die Reduktion modulo ¢ der Potenzrethe
[ x/(1— e~"%) wohldefiniert. Es gilt mit f==gH4~1

(13) fa/(l—e) =14 (8 — 7+ 27 — o (= 1)1 2% 4 )71 modyg.

k—1
‘ = (vel.

z.B. [23, p. 99]). Er ist gleich diesem Quotienten dann und nur dann, wenn
k eine Potenz von g ist. Wegen des Wilsonschen Satzes ist ~

Bewsrs. Der Exponent von ¢ in %! ist kleiner oder gleich

@)g°=(—1)°=(—1)'modg, wobeie = (g'—1)/(g —1).
Daraus folgt

(14) (1 — e 9fx = 3 (— 1) #*riodulog.

7=0
Bezeichnen wir die rechte Seite von {14) mit G(x), dann bleibt zum Beweis
von (13) nur zu zeigen, daB in Zq[[x}]
1G(x) =14 (x-G(0))!? oder x=x-G(x)+ (x-G(x))".

Dies ist aber richtig, wegen (a-+ b)¢=a?+ b? modulo q¢.
Fiir eine ungerade Primzabl ¢ betrachteten wir weitere Potenzrethen, die
im Sinne des Lemmas nach ¢ reduzierbar sind. Es giit

tx ___ Uxfz _ o
(15) tghfx — sinh (fx)2 =fx/(1 —¢77") modulog

(g ungerade Primzahl, = g¥7—2)},

Diese Kongruenzen folgen aus den Gleichungen

x %, x — __ p—2x
x+tgh =¢ sinh » 2x/(1 ¢ )

unter Beriicksichtigung von (13) und der Kongruenzen
fx=0modg, e*=1modq, 27 '=1modg.

2.10. LeMMA. Es sei {K;(cy, ..., ¢;)} die multiplikative Folge von Polynomen
in den Unbestimmien c; mit Koeffizienten in Z, und der chavakteristischen Potenz-
reshe Q(x) € Z,[[x]], (g beliebige Primzahl). Es sei a eine Potenz von q. Setzt
man in K;, die Unbestimmie c; gleich 0, wenn © wicht durch a teilbar ist, dawn

erhiilt man ein- Polynom K;(c,, Coq, ..., ¢;,). Es ist

Ki(Car Coar -1 6ia) = Kj (g, Cogsevr €a)-
12%
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Beweis. Wir setzen ¢;=c;,. Dann ist {Kj} die multiplikative Folge von

Polynomen, die zur Potenzreihe Q'(x)= 2, K;(1,0, ..., 0)#/ gehért. Es ist
[11, §1.2] i=0 ‘

Q'(x%) = K(1+ 2% = K((1+ 2)%) = (K(1+ %))* = (@ ())* = Q (»).
Also ist Q'(x)=Q(x), was zu beweisen war.

2.11. Fiir einen Cohomologie-Automorphismus A haben wir den multi-
~ plikativen Funktor A-'e 4 mit Wu (2) bezeichnet, da er, wie sich in §3 heraus-
stellen wird, in speziellen Fillen von Wu WEN-TsuN betrachtet wurde. Fiir
ein Vektorraum-Biindel & schreiben wir statt Wu (1) (£) auch Wu (4, &). Wenn
& das Tangentialbiindel einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M ist, dann
setzen wir Wu (A, M) =Wu (4, £). Wir untersuchen nun zunichst im Falle der
Charakteristik g =2 den multiplikativen Funktor Wu(S¢) (vgl. 1.1) und seinen
Zusammenhang mit den Toddschen Polynomen T;(c,...,¢,), vgl. [11, §1].
Nach Lemma 2.9 ist 2¢7;(c,, ..., ¢;) ein Polynom. mit rationalen Koeffizienten,
deren Nenner den Faktor 2 nicht enthalten. Deshalb definiert 2¢7; bei Reduk-
tion mod 2 ein Polynom mit Koeffizienten in Z,.

Satz. Fiir ein Vektorraum-Biindel & gilt
(16) Wu (Sg, &) = X 2°T; (w, (£), ..., w;(§)) mod 2.
i=0

Wenn die Stiefel-Whitneyschen Klassen Wa;11(8) verschwinden, dann ist

&, .
(17) Wu (Sg, &) = 2, 2 T; (w, (8), ..., y,;(£)) mod 2.

i=0 ‘
Wenn das Vektorraum-Biindel & eine schwache komplexe Struktur zulift [5,
Part 111, §2], dann sind seine Chernschen Klassen c;(£) € H*(B.; Z) definiert,
und es gilt .

00

(18) Wu (Sq, &) =2 27T, (¢, (8), ..., ¢;(§)) mod 2.

i=0

BeweErs. (17) ist wegen Lemma 2.10 (mit ¢ =a=2) eine Folgerung aus (16).

Fiir ein Vektorraum-Biindel £ mit schwaeher komplexer Struktur verschwinden
die w4 () und auBerdem ist c;(§)=w,;(€) mod 2. Deshalb ist (18) ein
Korollar von (17). Zum Beweis von (16) ist' wegen (12) und Lemma 2.9 nur
zu zeigen, daB in Z,[[x]] die Gleichung gilt

(19) : %/Sqix =1+ 4,
=0

wo x als das von 0 verschiedene Element von H! (P, (R); Z,) gedeutet werden
kann. Wegen Sqgx=x+ x2 ist

x == Sg™ x 4 (Sg7* x)2
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Macht man fiir Sg7'x den Ansatz von 1.6 (17), dann folgt aus vorstehender
Gleichung, daB :
Sqlx=x—4 224 - 2%+
und damit (19).

Wir bemerken noch, daB die ungerade-’dimensionalen Komponenten von
Wu(Sg, & verschwinden, wenn w, (§) =0, d.h. wenn & orientierbar ist. Das
liegt daran, daB das Polynom T7,;.,(c, ..., ¢a;44) durch ¢; teilbar ist [11,

§1.7].
2.12. In Analogie zum vorhergehenden Abschnitt befassen wir uns nun

fiir ungerade Charakteristik g mit dem fiir orientierte Vektorraum-Biindel
definierten multiplikativen Funktor Wu(#). Wir betrachten die multipli-

kativen Folgen {L;(py, ..., p;)} bzw. {AA (1, ..., #;)} mit den charakteristi-
schen Potenzreihen z¢/tgh 2t bzw. 2/(2sinh (zf/z)) Vgl [11,§1]. Das Polynom A
steht zu dem in [71, §1.6] definierten Polynom A; 1n der Beziehung 4, =24 A

Nach Lemma 2.9 und (15) sind /2L, und /2 Aj (fir f=gtle—1) Polynome,
deren Koeffizienten die Gestalt f”- » haben (m ganz und nicht negativ; » eine
rationale Zahl, deren Zdhler und Nenner zu ¢ teilerfremd sind). Die Polynome

fAL; und f¥ AA verschwinden modulo ¢, wenn 2§ nicht durch ¢ —1 teilbar ist.

qW(q YL, und q‘zﬂ(q’l]A sind Polynome mit rationalen Koeffizienten, die
ganz sind bezughchq {(d.h. gnicht im Nenner enthalten), Wenn 27 =0mod ¢—1,
dann gilt

ghila=1) L, = g2ilt=1) 1 = g2ile=D 4. mod g.

SAtz. Es sei g eine ungerade Primzahl und P der Steenyodsche Cohomologie-
Automorphismus (vgl. 1.1) fiir die Cohomologie mit Koeffizienten in £Z,. Es
sei f=¢"¢" V. Fiir ein orientiertes Vektorraum-Biindel & gilt

Wu(2,8) = 5L (41 (), ... ()
(20) )

:]2)]‘27'[71\7_ &, ..., 1;(&)) modulog.

Die s-dimensionale Komponente von Wu (P, E) verschwindet, wenn s nicht durch
2{qg—1) teilbar ist.

BewErs. Zum Beweis von (20) ist wegen Lemma 2.9, (12') und (15) nur
zu zeigen, daBl in Z,[[x]] die Gleichung gilt

(21) HP g = (x— 2 28— e (— 1)ixqi_|_...)q"~1’

wo x als ein von 0 verschiedenes Element von H?(Py (C); Z,) gedeutet werden
kann. Nun ist Zx= x4 x? und deshalb

X=P x4 (P 1),
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Macht man fiir #*x den Ansatz von 1.6 (16), dann folgt aus vorstehender
Gleichung sofort, dafl

(21" P Ax = — AT e (— 1) A

und damit (21).

2.13. Es sei g eine beliebige Primzahl und f=¢%¢~%. Nach Lemma 2.9
ist fiT;(cy, ..., ¢;) ein Polynom, dessen Koeffizienten die Gestalt f”-# haben
(m ganz und nicht negativ; 7 eine rationale Zahl, deren Zahler und Nenner
zu § tellerfremd sind). f/T; verschwindet modulo g, wenn § nicht durch g—1
teilbar ist. glilta=1 1T; ist ein Polynom mit rationalen Koeffizienten, die ganz
sind beziiglich gq. FaBt man py, p,, Ps, ... in bekannter Weise als Polynom
in den Unbestimmten ¢,, ¢y, ... auf [11, §1.3], dann gilt fiir eine wngerade
Primzahl ¢
(22) Z T (e, ...,ci).Az_Z')fZiA]-({)l, ..., p;) modulo g.

=0 1=
Dies folgt unmittelbar aus der zweiten Kongruenz von (15), vgl. auch’ [11,
§1.7 (12)]. Aus (20) und (22) ergibt sich:

-Satz. Wenn das Vektorraum-Biindel & eine schwache komplexe Struktur
zulipt (6, Part 111, §2] und c,(§) € H**(B,; Z) die Chernschen Klassen sind,
dann gilt fiiy eine ungerade Primzahl q

(23) Wu(Z, £) =_;§ f-T;(c1(8), ..., ¢; (£)) modulog.

2.14. Bemerkung. Fiir ein Vektorraym-Biindel & (vgl. 2.2) und einen
Cohomologie-Automorphismus A kann man leicht nachweisen, da8 A(§) € H**(B;) -
eine Invariante des stabilen Faser-Homotopie-Typs von £ ist (vgl. z.B. M. F.
AtryaH, Thom complexes [Proc. Lond. Math. Soc. (3) 11,291 —310 (1961)]). Fiir
g=2erhilt man mit Hilfe von 4= Sg, daB die totale Stiefel-Whitneysche Klasse

w (€) Invariante des stabilen Faser-Homotopie-Typs von £ ist. Fiir ¢ ungerade er-
hilt man mit Hilfe von A=, daB bei Anschreibung von $ (§) in der Form 2.6 (8)
die elementar-symmetrischen Funktionen in den x} ~¥ I'nvariantendes stabilen Faser-
Homotopie-Typs von & sind (in der Cohomologie mit Koeffizienten Z,). Durch
Verwendung eines allgemeinen A kommt man iiber dieses Resultat nicht
hinaus, da A(x)/x eine Potenzreihe in 27~ ist. Auch die Anwendung irgend-
welcher stabiler Cohomologie-Operationen auf die besprochenen Invarianten
liefert nur Polynome in diesen Invarianten.

2.15. LEMMA. Wie in 2.2 sei &.ein reelles Vektorraum-Biindel. A sei ein
Cohomologie-Automorphismus. Fiiy z& H**(B,) gilt

(24) B(A(2) VAE) = A B().
BewEIs.
B(A(2) VA(E)) = a** Alz) va**A(E) L U
=Am**(2) VAU = A(r** 2 0U) = A D).

Bei dieser Rechnung wurde 1.3 (iii) benutzt.
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Wenn & ein triviales Biindel ist, dann ist 4(§)=1 und 4 und @ sind .in
diesem Spezialfall vertauschbar. Dies entspricht der-Vertauschbarkeit von A
mit E (vgl. 1.3). Im allgemeinen sind A und @ nicht vertauschbar. Man hat
den ,,Multiplikator’* A(£), der im nichsten Paragraphen eine wesentliche Rolle
spielen wird.

Das Lemma gilt natiirlich auch fir komplexe Vektorraum-BLndeI Man
fasse diese einfach als reelle Biindel auf.

§ 3. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten -

3.1. Ein Cohomologie-Automorphismus A: H**(X; Z)—>H**(X;Z) kann
nach 1.3 angesehen werden als eine natiirliche Transformation der singuldren
Cohomologie-Theorie mit Koeffizienten Z, in sich. A respektiert die multi-
plikative Struktur. Die Graduierung wird jedoch vernachlissigt. Die Prim-
zahl ¢ ist im folgenden immer festgewdhlt. Deshalb wird wieder das Symbol
Z, bei der Anschreibung der Cohomologie-Gruppen weggelassen. Alle Mannig-
faltigkeiten werden als kompakt und differenzierbar vorausgesetzt. Fiir un-
gerades ¢ wird iiberdies angenommen, daB sie orientiert sind.

Es sei X eine Mannigfaltigkeit. Dann hat man den kanonischen Poincaré-
schen Isomorphismus

1) Dy  H¥X) > H (X),

zu dessen Definition man fiir ungerades ¢ die Orientierung von X bendtigt.
Wenn # die Dimension von X ist, dann ist Dy folgendermalien definiert:

() Dy(a)=anh,

wo h€ H,(X) fiir ungerades ¢ durch die Orientierung von X bestimmt ist.
Flir g=2 ist A direkte Summe der %;, wo ; das von 0 verschiedene Element
von H"(X,) ist und X; die endlich vielen Zusammenhangskomponenten von
X durchliuft. Fir eine stetige Abbildung f:Y —X von Mannigfaltigkeiten
hat man den Gysinschen Homomorphismus

(3) fot H¥(Y) — H*(X), fﬂg;D,?lof#oD?,,

wo fu:H(Y)—>H,(X) der durch { induzierte Homomorphismus der Homo-
logiegruppen ist. Fir f:Y —X sind also die beiden Homomorphismen

4) ¥ H*(X) - H*(Y), T 1 H*(Y) — H*(X),

definiert. f*ist ein Ring-Homomorphismus, f, ein additiver Homomorph*smus
Sie geniigen folgender Beziehung

(5) BfFroy) =xofuly), x€HYX), yEH*(Y).

FaBit . man H*(X) und H*(Y) (vermdge f*) als H*(X)-Moduln auf, dann
besagt (5), daB f, ein Homomorphismus von H*(X)-Moduln ist. (5) folgt
mit Hilfe von (2) aus der analogen Eigenschaft von 7.: Man beachte, daf3
H(X) und H,(Y) beide wegen des cap-Produkts H*(X)-Moduln sind. (Fir
H,(Y) benutzt man f*.) '
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Der Cohomologie-Automorphismus A ist mit f* vertauschbar, jedoch im
allgemeinen nicht mit f,. Es gilt aber folgender Satz.

3.2. Satz. Es sei-1 ein Cohomologie- Automorphismus. Fiir Mannigfaltig-
keiten X ist dann das Element Wu (A7, X) € H*(X) wohldefiniert (2.11). Es
set f:Y—>X eine stetige Abbildung von M annigfaltigkeiten. Dann ist

(6) Fe(dy - Wu(d?, V) =Afsy - Wu(Ah, X)  fir yEH*(Y).

3.3. Bevor wir zum Beweis dieses Satzes kommen, sei auf seine Ahnlich-
keit mit dem differenzierbaren Riemann-Rochschen Satz hingewiesen [3].
An Stelle von A hat man dort den Chernschen Charakter, der eine natiir-
liche Transformation des Funktors K*(X) in H**(X; Q) liefert [£]. Man hat
fiir eine’ stetige Abbildung f:Y->X von orientierten Mannigfaltigkeiten
den Homomorphismus f,:H*(Y; Q)—H*(X; O) und unter besonderen Vor-
aussetzungen den recht schwierig zu definierenden Homomorphismus
fi: K¥(Y)—>K*(X). Immer wenn man eine natiirliche Transformation von
einer ,,Cohomologie-Theorie’ (eventuell ohne Dimensionsaxiom) in eine andere
hat, kann man nach einem Riemann-Rochschen Satz vom Typ 3.2 fragen.
Beide Theorien sollten ein Analogon zur Poincaréschen Dualitit erfiillen,
damit in beiden Cohomologie-Theorien fiir stetige Abbildungen von Mannig-
faltigkeiten die kovarianten Homomorphismen vorhanden sind, um deren
Vertraglichkeit (bzw. gerade Nicht-Vertraiglichkeit) mit der gegebenen natiir-
lichen Transformation es sich ja handelt. Vielleicht werden wir an anderer
" Stelle auf dieses allgemeine Prinzip eingehen, das uns durch den Satz von
Riemann-Roch im Sinne von GROTHENDIECK [6] nahegelegt wurde. Der
Satz 3.2 stellt jedenfalls das einfachste Beispiel fiir Sitze dieses Typs’ dar,
weil es sich um die gewohnliche Cohomologie-Theorie und eine natiirliche
Transformation dieser Theorie in sich handelt. '

3.4, BEWEIS VON SaTz 3.2. Das tangentielle Vektorraum-Biindel von X
bzw. Y werde mit & bzw. 5 bezeichnet. Fir f:Y —X betrachten wir das
Element n —f*£c KO(Y) (s. 2.6), bezeichnen es mit ¢/ oder £(f) und nennen
es das Tangentialbiindel von f. Wenn f die Abbildung von Y auf einen Punkt
X ={x,} ist, dann ist das Tangentialbiindel von f gleich dem Tangential-
biindel von Y (aufgefaBt als Element von KO(Y)). Wu (A7) ist ein multi-
plikativer Funktor im Sinne von 2.3, den wir fiir die Dauer des Beweises
mit u bezeichnen wollen: Die zu beweisende Gleichung (6) kann wegen (5)
auch so geschrieben werden:

?) f(hy-wleh) =Atey, yEHY(Y).
Es gilt namlich
Ay ) p@ =fAy -p@m) -p(* O =f@Ay-uth).
Fir Abbildungen g:Z2—Y, f:Y—X von Mannigféltiglgeiten Z,Y, X, deren

Tangentialbiindel mit £, ﬁ, £ bezeichnet werden sollen, ist

@)  tfog)=C—(fog)*é=g*p—1*E +{—g*m) =g* (/) +1(g)-
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Lemya. Wenn (7) fir | und g richtig ist, danm auch fir fog.
BewEeis. Es sei z¢ H*(Z). Dann gilt nach (8)

(fog)s(Az-p(t(fog) =/iuea(Az-g*u(tf) - nite)).
Aus (5) und der Gleichung (7) fiir g folgt

f*g*(lz-g*,u(tf)qu( )) ~—f*(g*(lz uite) tf) f*(lg*z ﬂ(tf))
Gleichung (7) fiir f ergibt: f,(Agez - p(th) =Afxgsz=2(fog)xz und damit

(fog)s(Az-p(t(fog)) =A(fog)sz,  d.h.(7)fir fog.

Als nidchstes bemerken wir, da8 es geniigt (7) fiir differenzierbare Abbil-
dungen zu beweisen, da jede stetige Abbildung f:Y —>X einer differenzier-
baren homotop ist. Jede differenzierbare Abbildung f:Y —X 1iBt sich in
eine differenzierbare Einbettung und eine Projektion mit einer Sphére als
Faser aufspalten: Es sei ¢ eine Einbettung von Y in eine Sphire 8™ geeigneter
Dimension m. Dann ist {f,¢) eine Einbettung j von V¥ in X x8™:

j=00:Y >Xx8", () =) :%).

71, sei die Projektion von X xS auf X, dann ist f=m; 0j. Wegen des Lemmas
‘braucht (7) nur fir Einbettungen und fir die Projektion 71X xS”"—-X
bewiesen zu werden. Wir untersuchen zunichst den Fall der Projektion. Es
sei 7, die Projektion von X x8”-»8", ferner ¢ das Tangentialbiindel von
8™ und & das von X. Es ist

) t) =afét+afo—nfé=nio.

Nun reprisentiert ¢ in KO (8”) das Element m -1. Deshalb ist u{o)=1 und
ebenfalls y (#(7,)) =1. Also besagt (7) fiir f=m;

(10) (s Ay =A(m)yxy,  yCHHXXS).

Es sei g das zur Orientierung von S™ gehorige erzeugende Element von H™(8™).
Jedes Element y von H*(X xS8™) 148t sich dann auf eine und nur eine Weise
in der Form nf a4 (n7'b) - (73 g) schreiben (a, b€ H*(X)) und es ist (), y=10.
Da 2y=unfAa+ (nf 15) (n} g) wegen Ag==g, folgt sofort (10). — Wir kommen
nun zum Beweis von (7) fiir den Fall einer Einbettung. Y sei also eine diffe-
renzierbare Untermannigfaltigkeit von X und f: Y —X die Injektion. Es sei
» das Normalbiindel von Y in X, dann gilt in KO (Y)

(11) Hf) = —».

Es sei E der Totalraum des Vektorraum-Biindels ». Mit Hilfe einer schlauch-
artigen Umgebung von Y in X (tubular neighborhood), die zu einer Umgebung
des Nullschnittes von v in £ homdomorph ist, konstruiert man durch geeignete
Ausschneidung einen Isomorphismus

e H*(E, Ey) — H*(X, X — V).
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Ferner-hat man den kanonischen Homomorphismus
‘ 0: HHX, X — Y) — H*(X).
In 2.2 wurde der Homomorphismus @ Betrachtet:
@ H*(Y) > H*(E, E,),

der im Falle ungerader Charakteristik erst definiert “ist, nachdem man dem
_Normalbiindel eine Orientierung gegeben hat. Man kann bekanntlich v S0
orientieren, daB

(12) “fe=poed®.

Da der Cohomologie-Automorphismus A mit ¢ und & vertauschbar ist, ergibt
. sich®

(13) Afyy=ged @y, ycH*Y).
Aus 215 folgt nun unter Verwendung von (11) und (12), daB
(14) sy =0e@Ay-iv) =fe(Ay- AEH).

Bisher wurde im Beweis nicht verwendet, daB u in (7) gleich Wu (11). Damit -
(14} in (7) iibergeht, muB} dies jetzt verwendet werden. Nun ist aber Wu (17)
der multiplikative Funktor, welcher jedem Vektorraum-Biindel £ die Co-
homologie-Klasse (A£)! zuordnet, da (Ax/x)?=x/(A) 7 x (vgl. 2.7 (9) und
2.8 (12), (12). '

Der Beweis des Satzes 3.2 verlief analog zum Bewels des differenzierbaren
Riemann-Rochschen Satzes [131.

3.5. Wir wollen Satz 3.2 jetzt auf den Fall anwenden, daB X- der ein-
punktige Raum X = {x,} und / die konstante Abbildung ist. In-diesem Fall
ist natiirlich Wu (47, X)=1. Da 4 auf der Cohomologie des Punktes die
Identitit ist, geht die rechte Seite von (6) in f, v ilber. Fiir jedes v € H*(Y)
ist aber

(15) fry=9[Y]-1, 1€H(X),

wo y[Y] den Wert von-y auf dem (eventuell orientierten)  Grundzyklus von
Y andeutet. Dabei nehmen alle Komponenten von y, deren Dimension nicht
gleich der von Y ist, den Wert 0 an. Satz 3.2 geht also in dem von uns be-
trachteten Spezialfall iiber in

(16) (Ay-Wu(a?, ¥)) [Y]=y[Y].
Ersetzt man in (16) zunichst Zdurch A7 und dann y durch iy, dann folgt
(17) Ay [Y]=(y-Wa@L V) [Y],. yeHXY).

Die Formel (17) motiviert, warum wir den multiplikativen Funktor Ao}
mit Wu(4) bezeichnet haben (2.11). Die Formel (17) stammt nimlich fiir
A=Sq oder A=% von -Wu WeN-Tsu~N [25, 26], der sie.allerdings mit der
Diagonalmethode bewiesen hat, auf die auch Apawms [1] zuriickgreift und auf
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die ebenfalls in [10] Bezug genommen wurde, wahrend wir die differenzier-
bare Einbettung von Y in eine Sphére und das entsprechende Normalbiindel
benutzt haben. Die Cohomologie-Klasse Wu(4, Y) 148t sich mit Hilfe der
Stiefel-Whitneyschen bzw. der Pontrjaginschen Klassen von Y ausdriicken
(Satz 2.6 und 2.8 (12); (12')). Fir A=Sq oder A=2 steht Wu (4, Y) in enger
Beziehung zu den Toddschen Polynomen T {w,(Y), ..., w;(Y)) bzw. den L-
Polynomen L;(p,(Y), ..., $;(Y)). Die Einzelheiten sind aus den Sitzen 2.11,
212, 245 zu entnehmen Die in [10] ohne ausfithrlichen Beweis angegebenen
Theoreme 2.1 bis 2.4 sind also in der Vorhegenden Arbeit vollstindig bewiesen.

3.6. Aus (17) folgen Relationen zwischen den Stiefel-Whitneyschen bzw.
den Pontrjaginschen Zahlen einer Mannigfaltigkeit, wenn man fiir 4 beliebige
Cohomologie-Automorphismen einsetzt und y Polynome in den Stiefel-
Whitneyschen bzw. den Pontrjaginschen Klassen der Mannigfaltigkeit durch-
lduft. In §5 werden wir sehen, daB sich’diese Relationen bereits erhalten
lassen, wenn man (17) nur fiir A= Sg bzw. =4 apwendet. Fiir die praktische
Rechnung ist es jedoch bequemer, beliebige Cohomologie-Automorphismen
heranzuziehen. Setzt man in (17) fiir y das Einselement von #*(Y}, dann
ergibt sich

Satz. Es sei A ein Cohomologie-Automorphismus fiir die Cohomologie mit
Koeffizienten in Z, (q beliebige Primzahi). Dann gilt fiir eine kompakte diffe-
renzierbare positiv- dtmenswnale Mannigfaltigheit Y, die fitr ungerades q unseren
Verabredungen gemdf als orientiert vorausgesetzt wird,

(18) Wu(4, Y) [Y]=o0.

Fiir eine kompakte orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit M der
Dimension 4% spielt in der Cobordisme-Theorie die ganze Zahl s(M) eine
‘Rolle (vgl. z.B. [11, §6.3]). Schreibt man die gunzza,bfigen Pontrjaginschen
Klassen p; (M) formal in der Gestalt 2.6 (8), dann ist

- (élx}k) M.

Wir geben nun einen direkten Beweis fiir einen Satz von MILNOR [17], den
MirNor auf dem Wege iiber Untersuchungen der Cobordisme-Algebra er-
‘halten hat. )

SAatz. Es sei M eine kompakte orientierie differenzierbare Mannigfaltigheit
der Dimension 4k. Wenn 2k+1 eine Potenz der Primzahl q ist, dann ist s (M)
durch g teilbay.

Beweis. Wir setzen fiir den Moment a==2%-+1. Die Zahl a ist eine Potenz
der ungeraden Primzahl ¢. Nach Satz 1.8 gibt es einen Cohomologie-Auto-
morphismus 4 fiir die Cohomologie mit Koeffizienten in Z, fiir den 4% x = x— #°.
Dann ist

x/z—lx:1+ka—1+.:.+x7’(a~1)+...‘
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Schreibt man nun in der Cohomologie mit Koeffizienten in Z, die Pontrjagin-
sche Klasse formal in der Gestalt 2.6 (8), dann gilt (2. 8 (12’ ))

N
Wu(d, M) = [T x/A1x,.
P

Da a —1=2k=dim (M)/2, ist Wu (4, M)[M]=s(M) mod g. Das beendet den
Beweis wegen (18).

3.7. In [11, §1.7] wurde ohne Beweis folgendes Lemma angegeben.

Lemma. Das Toddsche Polynom kann in eindeutiger Weise als Polynom
mit ganzzahhgen teilerfremden Koeffizienten dividiert durch eine positive ganze
Zahl u(T,) geschricben werden. Man hat

(19) u(L;) = IT ¢*@1 (Produkt iiber alle Primzahlen gmit 2 < ¢ < k +1).

Wir. tragen den Beweis hier nach Abgesehen von der exphz1ten Formel (19)

ist die Behauptung klar, da f[}e fir ¢;= (k‘H den Wert1 annimmt.

Man beweist zunéchst, daB u (7, ,,) ein Vielfaches von u(7;) ist. Dazu be-
trachtet man den Ring Q[¢, 4y, ¢y, C3, ...] modulo dem von 4% und den
Monomen in den ¢; vom Gewichte groBer als & erzeugten Ideal J. Definiert
man ¢; durch

14+cix+cpxt e = (1+0Lx+c2x2+ ) (1424, %),
dann ist wegen der Multiplikativitit der Folge {7} und wegen T, (c)= %

Thpa ety eony Copn) =dy- Ti(cy, - -, ¢;) modulo J.

Daraus folgt in der Tat u(7,.,)=0modu(7;). Nach den Bemerkungen
iiber {/T; zu Anfang von 2.13 geniigt es zum Beweis von (19) zu zeigen, daB
_ f’T$Qmod g fiir j=0mod ¢—1. Es sei j=r(g—1). Im komplexen pro-
jektiven Raum B, (C) mit x€ H2(P,,(C); Z,) und x =0 ist P(x") = 2" (1 + 227Y)
iand deshalb - :
P(«") [, (C)] * 0.

(Fiir ¢g=2 setze man 2= Sq). Also ist die 27 (¢ — 1)-dimensionale Komponente
von Wu(2, E,,(C)) nicht null (3.5 (17)) und deshalb ist ¢’ T, ,_,,%=0 mod ¢
(s. 2.13 (23) und 2.11 (18)). Ebenso beweist man entsprechende Aussagen
iiber die Polynome L, und 4, (s. [11, §1.5 und 1.6]).

3.8. Wir beschlieBen diesen Paragraphen mit Bemerkungen iiber kompakte
nicht notwendigerweise differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Sei M eine solche
Mannigfaltigkeit. 4 sei ein Cohomologie-Automorphismus fiir die Cohomologic
mit Koeffizienten in Z,. Wegen .des Poincaréschen Dualitétssatzes gibt es,
dann genau ein Element # von H*(M), so daB

(20) (Ay) [M]=(y-u)[M] fiir alle yc H*(M)
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Wir bezeichnen # mit Wu(4, M). Wegen 3.5 (17) stimmt dies mit unseren
fiir differenzierbare Mannigfaltigkeiten eingefithrten Bezeichnungen tiberein.

FRAGE. Gilt unter der oben angegebemen Definition von Wu (i, M) der
Satz 3.2 fiir stetige Abbildungen Y —>X kompakier nicht notwendigerweise diffe-
renzievbarer Manwigfaltigkeiten?

Fiir die Cohomologie mit Koeffizienten Z, (¢ ungerade Primzahl) und fiir
orientierte Mannigfaltigkeiten kann man ebenso die Klasse Wu(l, M) ein-
fithren und die analoge Frage stellen.

Wir stellen noch fest, daB Wu (4, M) per definitionem (20) eine Invariante
des Homotopietyps von M ist, ebenso natiirlich A(Wu(4, M)). Fir differen-
zierbares X ist A(Wu(4, X))=A4(§), wo & das Tangentialbiindel von X ist.
Die Homotopieinvarianz von 4(£) (oder gleichwertig von Wu (4, X)) innerhalb
der Kategorie der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten folgt auch aus 2.14
und der Tatsache, dall homotopie-dquivalente differenzierbare Mannigfaltig-
keiten Tangentialbtindel haben, die vom gleichen stabilen Faser-Homotopie-
Typ sind (M. F. Atrvan, Thom complexes (loc. cit. in 2.14), Theorem 3.6).

Legen wir nochmals -Z, als Koeffizientenbereich zugrunde. Fiir eine kom-
pakte differenzierbare Mannigfaltigkeit X ist Sg(Wu(Sg, X)) gleich der totalen
Stiefel-Whitneyschen Klasse von-X. Fir eine kompakte topologische Mannig-
faltigkeit M kann die Stiefel-Whitneysche Klasse w, (M) durch die Gleichung

w (M) :gowi(M) = Sq((Wu (Sq, M))

definiert werden. w;(M) ist eine Homotopieinvariante.. Fiir eine kompakte
- differenzietbare Mannigfaltigkeit X ist Wu (4, X) nach 2.8 ein gewisses Polynom
in den w,(X). Es entsteht die Frage, ob sich Wu(l, M) fiir eine kompakte
topologische Mannigfaltigkeit M durch das gleiche Polynom mittels der =, (M)
ausdriicken laBt. Diese Frage wurde von Apams [I] bejaht.

Analoges gilt fir ungerades ¢. Statt S¢ wihlt man &, und an Stelle der
Stiefel-Whitneyschen Klassen treten die elementar-symmetrischen Funktionen
in den /71 (s. 2.14).

§ 4. Der Satz von Adams

4.1. Es sei X ein endlicher CW-Komplex, dessen ganzzahlige Cohomologie
keine Torsion habe.. H*(X;Z) 1i0Bt sich dann vermége des Koeffizienten-
Homomorphismus Z — Q als Unterring von H*(X; Q) auffassen. Ein Element
von H*(X; Q) heilt ganz, wenn es zu H*{X; Z) gehort. Ein Element a von
H*(X; Q) heiBt ganz beziiglich der Primzahl ¢, wenn es eine ganze zu ¢ teiler-
fremde Zahl m gibt, so dafl ma ganz ist. Der Homomorphismus

0, H¥(X; Z) > H*(X; Z)

sei induziert durch Z —~Z,. Dieser Homomorphismus kann erweitert werden
auf den Unterring der beziiglich ¢ ganzen Elemente von H*(X; Q): Fir
aCH*(X; ), das ganz beziiglich ¢ ist, definiert man g, (a) € H*(X; Q) durch
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die Gleichung

(1) Qq(“) =m1. g, (ma), (m,q) =1, ma ganz.

0,(#) hingt nicht von der Wahl von m ab. (In (1) ist s natiirlich im Kérper
Z, zu berechnen.)

Fir X ist der Ring K*(X) definiert [4], der iiber Z, graduiert ist:
(2) K*(X) = K°(X) + K'(X).

K*(X)=K(X) wird mit Hilfe der komplexen Vektorraum-Biindel mit der Basis
X auf die Weise eingefithrt, an die wir fiir reelle Vektorraum-Biindel in 2.6
erinnert hatten. Der Chernsche Charakter ist ein' Ring-Homomorphismus

ch: K*(X) > HYX; Q), s. [4].

Wegen_ unserer Voraussetzung, daB X torsionsfrei ist, existiert zu jedem
Element a€ H*(X; Z) ein Element £€ K*(X), dessen Chernscher Charakter
mit-a beginnt, d.h.

(3) ch(§) =a +k§1an+2k’ a, . ox CH (X Q).

Die Elemente a,,,, hingen im allgemeinen nicht nur von a sondern auch
von der Wahl von & ab. Der folgende Satz von Apawms [2] zeigt, daB in gewisser
Weise die Reduktion der 4, ,, modulo ¢ invariant ist.

4.2. Satz (Apams). Es ser X ein endlicher CW-Komplex, dessen ganz-
zahlige Cohomologie kéine Torsion habe. & sei Element von K*(X), dessen
Chernscher Charakter von der Form (3) ist (a € H*(X;Z) )). Dannista,. g - g
(fir eine beliebige anzahl q) ganz beziiglich q. Wenn k nicht durch q—1
teilbar ist,wnd also k|(q — 1)>[}/(qg — 1)) ist, dann werde das Element a,, , 5, -g*— )
von H****(X; R) betrachtet und o, von diesem Element gleich O gesetzt. Damit
ist g, (@, .25 + §9Y) fity jedes k definiert. Es gilt

a-+ Z Ayiop ¢TI =P (g, a), wenn g ungerade,
(4) 2 = +2x 4 q

= Sq97 (g, 4), wenn g =2.

Dieser Satz ist spezieller als das Theorem 2 von Apawms [2], da wir uns
auf torsionsfreie CW-Komplexe X eingeschrinkt haben. AbaMms betrachtet
nur K°(X), aber das geniigt, um den Satz fiir K*(X) zu bekommen: Unter
Verwendung. der Bezeichnungen von [4] hat man nimlich die kanonischen
,,Einhingungs‘‘-Isomorphismen
(5) KY(X)=Ko(S(X"), H*X;A4)=H*(S(X");4)

(4 beliebiger Koeffizientenbereich)

Sowohl der Chernsche Charakter alsfauch der Cohomologie-Automorphismus
P (bzw. S¢Y) ist mit der ,,Einhingung" vertauschbar.
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In der Formulierung des Satzes bei Apams kommt der kanonische Anti-
Automorphismus der Steenrodschen Algebra vor. Bei Beachtung von 1.10
folgt unsere Formulieru'ng Es'sei auch noch erwdhnt, dal in einem torsions-

freien Raum Sg= Z S¢* da Sg¥ti= Sngqz’ und Sg* der Bocksteinsche.

Operator ist, der in einem Raum ohne 2-Torsion verschwindet.

Ein Beispiel moge den Satz von Apawms illustrieren. Fiir Elemente
%1, ..., %, € H2(X; Z) gibt es genau ein £ € K°(X) mit

©) h(E) =1%... 7, - H (1 — =)z,
L

Fiir dieses & mit a=ux, ... %, folgt die Formel (4) leicht aus 2.9 (14) und aus

) P x) =z — A+ — (s.2.12 (217)).

(Die Formel (7) bleibt bestehen, wenn g=2 ist und & durch Sg ersetzt wird.}

4.3. Wir méchten in diesem Abschnitt mit Hilfe des Satzes von Apawms
(4.2) zeigen, daB der Satz 3.2 im Falle torsionsfreier Mannigfaltigkeiten fiir
A= aus dem , differenzierbaren Riemann-Rochschen Satze’ [3] folgt.

Die in diesem Abschnitt vorkommenden Manmgfaltlgkelten sollen kompakt,
ovientiert, differenzierbar sein und ihre ganzzahlige Cohomologie soll keine Torsion
besitzen. X sei eine solche Mannigfaltigkeit und w,(X) € H*(X; Z,) ihre zweitc
Stiefel-Whitneysche Klasse. Da X torsionsfrei ist, kann jedes Element von
H*(X; Z,) durch Reduktion mod 2 aus einer ganzzahligen Klasse gewonnen
werden. ¢ (X) € H2(X; Z) sel fiir jede der in diesemn Abschnitt zugelassenen
Mannigfaltigkeiten X festgewahlt und zwar so, daB die Reduktion mod 2
von ¢, (X) gleich w,(X) ist.

Die totale Toddsche Klasse .7 (X)c H*(X; Q) wird dann mit Hilfe von
¢, (X) und der Pontrjaginschen Klassen p,(X) wie folgt definiert:

0

(8) T(X) =6“‘(X’/2'Z A;(p,(X), ..., £,(X)).

7=0

Fiir eine stetige Abbildung g: ¥ — X zuldssiger Mannigfaltigkeiten und fiir
€ K*(¥) gilt:

(9) gx (ch(n) - T(Y)) =ch(gm)-T(X), gnEK*X).

Das ist der differenzierbare Riemann-Rochsche Satz [3, 13]. Das Element
gm von K*(X) ist durch (9) eindeutig bestimmt, da X nach Voraussetzung
keine Torsion hat [4].

Es sei ¢ eine ungerade Primzahl und f ¢/9~Y, Wir nehmen nun an,
daB ck(n) von der Gestalt (3) ist, also mit a € H"(X; Z) beginnt. Dann ist
ch{gm) =g @ -+ hohere Glieder. Wir setzen

m=dimg,a=n+dimX —dimY.
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Es werde nun in (9) die 2k-dimensionale Komponente von Z(Y) durch ihr
Vielfaches mit /* ersetzt, ebenso fiir 7 (X). Die (n-2k)-dimensionale Kom-
ponente von ¢k () werde durch ihr Vielfaches mit f* ersetzt, ebenso werde
die (m--2k)-dimensionale Komponente von ¢k (g, ) durch ihr Vielfaches mit
f* ersetzt. Nachdem diese Ersetzungen geschehen sind, werde mod g reduziert.
Man erhilt auf diese Weise

(10) 2 (P E(0,0) Wu (2, Y)) = P (g4 (0, 4) Wu (2, X).

Man wendet hierzu (4) auf # und g% an, beachtet, daB /=2 =1 (mad ¢),
und benutzt 2.12 (20). Da Y nach Voraussetzung keine Torsion hat, 148t sich
jedes Element yc H*(Y; Z,) als g,a mit a€ H"(Y; Z) schreiben und jedes
a€ H*(Y ; Z) tritt als Anfangsterm des Chernschen Charakters eines Elementes
n € K*(Y) auf [4]. Also liefert (10) den Satz 3.2 fiir alle y ¢ H*(Y'; Z,) im Falle
des Cohomologie-Automorphismus 4 =41

§ 5. Uber die Relationen zwischen den charakteristischen Zahlen

5.1, Wir wollen zunichst die Relationen zwischen den Chernschen Zahlen
untersuchen. Vgl. dazu den Bericht [12]. Eine schwache fastkomplexe Struk-
tur auf einer kompakten differenzierbaren Mannigfaltigkeit M ist eine schwache
komplexe Struktur des Tangentialblindels von M, d.h. ein komplexes Vektor-
raum-Biindel iiber M, das als reelles Biindel isomorph zum Tangentialbiindel
von M plus (Whitneysche Summe) einem trivialen reellen Vektorraum-Biindel
ist [5, II1, §2.1]. Eine schwach-fastkomplexe Mannigfaltigkeit ist kanonisch

“orientiert, hat also einen' orientierten Grundzyklus [M]. Die Chernschen
Klassen c; (M) sind per definitionem die des komplexen Vektorraum-Biindels,
welches die schwache fastkomplexe Struktur bestimmt. Die Dimension von
M sei gerade (dimM =2#). Fiir jede Partition 7:=(iy, ..., %,) von # bilde
man das Monom ¢;, ... ¢, € H**(M; Z). Der Wert dieses Monoms auf [M]
werde mit c, (M) bezeichnet. Die c,(M) sind ganze Zahlen und werden Chern-
sche Zahlen von M genannt.

Es sei By der klassifizierende Raum der unendlichen unitiren Gruppe.
(BUznlinolo By Dann ist

(1) H**(BU:Z) =7 [[clx Cay s ]J ’

wo ¢; die -,,universelle” 2:-dimensionale Chernsche Klasse ist. Man hat einen
Homomorphismus

2) .oc(M):Hg”(BU;Z')-—>Z,f

wobei a (M) (;, ... ;) =, (M), (=, ... %), o+ -+ +1,=n).
Es sei ¢ eine Primzahl. Nach Reduktion mod ¢ kann die Chernsche Klasse
c; als Element von H*(By; Z,) aufgefafit werden. Es ist dann

(3) H**(By; Z) = Z,([e1, 5,11,
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und wir haben vermoége (2) einen Homomorphismus
(4) «(M),: H**(By; Z,) > Z,.

Man nennt ein Element ¢ von H2"{By; Z ) eine ,,Relation zwischen: Chernschen
Zahlen mod ¢“, wenn a fiir alle kompakten differenzierbaren schwach-fast-
komplexen Mannigfaltigkeiten M der reellen Dimension 2# zum Kern von
u (M), gehort. Diese Relationen bilden eine Untergruppe von H**(By; Z,),
die wir mit R**(By; Z,) bezeichnen. R**(By; Z,) sei die Untergruppe der—
jenigen Elemente von H**(By; Z,), deren 2n~d1men51onale Komponente fiir

jedes n zu R**(By; Z,) gehort.
52. In H **(BU, Z)) liegt die universelle totale Chernsche Klasse ¢=

14¢ e+ ---. Mit (c?); werde die 27-dimensionale Komponente vori ¢t
bezeichnet. Durch die Festsetzungen
(5) G (Y

erhilt man einen multiplikativen gradtreuen involutorischen Antomorphismus
D von H**(By; Z,), vgl. [8]. Fiir eine multiplikative Folge '

w .
> K;(cy,...,c) EH**(By; Z,)

ist i
(6) D(in(cl,.. ):§ Dcl,...,Dc,j-):(.in(cl,...,cj))_l.
o o i=0

D ist mit jedem Cohomologie-Automorphismus A vertauschbar, da A(c}¢&
H**(By; Z,) eine multiplikative Folge ist (mit der charakteristischen Potenz-
reihe 1-+1%).

Der Auntomorphismus D entspricht dem Ubergang von einem Biindel &
zu dem inversen Biindel % von & ([§]+[7]=0, s. [, III, §1.3].) Der Auto-
morphlsmus D wird also durch eine ,,Abbildung” By— By induziert. Man
kann D auffassen als den kanonischen Anti-Automorphismus der Hopfschen
Algebra H**(By; Z,), vgl. [1]. )

5.3. Fiir einen Cohomologie-Automorphismus A ist Wu(2) ein multipli-
kativer Funktor, zu dem eine multiplikative Folge {K;{(c,..., c;)} gehort

(s. 2.6). Das Element > K;(c, ...,¢;) € H**(By; Z,) soll ebenfalls mit Wu(2)
SE T

bezeichnet werden. Dann gilt
7 Ay —y -Wu(l) ER**(By; Z,) fir alle y€ H**(By;; Z,).

Die Aussage (7) ist eine Konsequenz der Formel 3.5 (17), wenn man diese
auf eine beliebige schwach-fastkomplexe Mannigfaltigkeit 3/ anwendet, wobei
das y von 3.5 (17) alle Polynome in den Chernschen Klassen von M durchlzuft.
Ordnet man jedem y € H¥¥(By; Z,) die 2n-dimensionale Komponente von
(7) zu, dann erhilt man einen additiven Homomorphismus von H**{By; Zq)
Mathematische Zeitschrift, Bd. 77 13
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in R*(By; Z,), dessen Bild mit R**(By; Z,; /1) .bezeichnet werde. Die
m-dimensionale Komponente einer Cohomologle Klasse a werde gelegentlich
durch a,, angedeutet, {obwohl das mit den Bezeichnungen der Chernschen
und Pontrjaginschen Klassen nicht ibereinstimmt). Die Untergruppe
R“(BU,Z 2) von R**(By;; Z,) 1aBt sich auf verschiedene Weisen beschreiben:

LemMa. R*(Bg; Z,; ) =
i) {(iy - Wu(i?) — 9),,|y€H**(By; Z,)} =
(i) - {(2‘1y-Wu(l — y)z,,]yEH**(BU } R*"(By; Z;1 Y=
(it1) DOy 24—y, |y H*(By; Z)}.

Bewers. Zu (i) gelangt man, indem man in (7) y durch y - Wu (4)™? ersetzt
und beachtet, daB A(Wu(4)?)=Wu(4?), s. 2.8. Man bekommt (i) aus (7)
dadurch, dal man y durch A7y ersetzt. Im Falle (iii) werde zunichst an
den Funktor 4 erinnert, der eine multiplikative Folge von Polynomen bestimmt
.und damit ein Element von H**(By; Z,), s. 2.6. Nun folgt (iii) aus (i) wegen
der Vertauschbarkeit von D mit 4 und da D4 = (4)? = Wu(i?).

5.4. MILNOR fiihrt in [17] das stabile Objekt M U ein (stabiler universeller
Thomscher Raum fiir die unitire Gruppe). Man hat den Thomschen Iso-
morphismus

) @ :H**(By; Z,) ~H*(M U Z,),

welcher per definitionem im hier betrachteten stabilen Fall die Graduierung
erhilt. Zu einem Cohomologie-Automorphismus A gehért der multiplikative
Funktor 4, welcher in iiblicher Weise als Element von H**(By; Z,) aufzu-
fassen ist (2.6). Die Steenrodsche Algebra S** (fir die Cohomologie’ mit
Koeffizienten in Z,) operiert auf H**(M U; Z,). Fiir den Cohomologie-Auto-
morphismus A€ S** gilt:

) AM@y) =Py -3 fur yeH**(By; Z,).
Die Formel (9) ist das stabile Gegenstiick zu 2.15 (24). Aus 5.3 (iii) folgt sofort .

SD R (By; Z; 1) = {(Ay — Y)an yE HHMU; 2,)}

(10) = {anlye LM u; 2}

Nun hat MILNOR in [17] gezeigt, daB die Algebra S*/(8) frei auf H*(MU; Z,)
operiert. Hierbei ist S* die Steenrodsche Algebra und (8) das von dem Bock-
steinschen Operator § erzeugte Ideal (6= Sq* filr g=2). Man wihle eine Basis
von H¥(MU; Z)) iiber S*/(§) aus homogen-dimensionalen Elementen. Die
Anzahl der Basis-Elemente der Dimension 2# ist unabhingig von der Wahl
der Basis und werde mit b(n ; ) bezeichnet. Wihlt man in (10) fiir A den
Steenrodschen ‘Cohomologie-Automorphismus & (bzw. Sg), dann folgt
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unmittelbar
(1) {dimzq R*(By; 2,; ) = dimg H**(By; Z,) — b(n; q)
fir 2=& bzw. 1=S¢.

5.5. Schreibt man die ganzzahligen Chernschen Klassen ¢; forma! als
elementar-symmetrische Funktionen in Variablen x, x,, ..., xy (IV groB) vom
Grade 2, dann kann man. fiir jede Partition &= (¢, ..., ¢,) von # das Element

s(a)=2%¢... 57 € H**(By; Z)

einfithren. s(m) ist die Summe aller paarweise verschiedenen Monome, die
aus «% ... x durch Permutationen der N Variablen entstehen (s. z.B. [17,
§1.4]). Fir eine schwach-fastkomplexe Mannigfaltigkeit M der reellen Di-
mension 2# definieren wir die ganze Zahl s, (M) als Wert von s(a) auf dem
orientierten Grundzyklus von M. Fir die Partition m=(n) setzen wir
s(M)=s,(M). Wenn n=2k, dann stimmt s(}M) mit der in 3.6 definierten
ganzen Zahl s(M) tberein. Genau wie in 3.6 kbnunen wir fiir eine schwach-
fastkomplexe M der reellen Dimension 2# nachweisen, daBl s(M) durch ¢
teilbar ist, wenn #+1 eine Potenz der Primzahl g ist. _

MiLNOR hat in [17] eine Folge M,, M,, M, ... von projektiv-algebraischen
Mannigfaltigkeiten der komplexen Dimension 1, 2, 3, ... usw. angegeben, fir
die gilt:

i} s(M,)=1, wenn n-+1 keine Primzahlpotenz ist,
i) s(M,)=gq, wenn n+1 eine Potenz der Primzahl ¢ ist.
Aus der Existenz dieser Mannigfaltigkeiten schlieBt man, daB
- (12) dimy, H**(By; Z,)/dimg, R**(By; 2) Z a(n; q),

wo a(n; ¢) die Anzahl der Partitionen von % ist, die keinen Summanden der
Form ¢* —1 enthalten. Man benutzt dazu die Thomsche Formel

(13) 0(M) = 3 0, (M) 50, (M),
wo M, M’', M" schwach-fastkomplexe Mannigfaltigkeiten der reellen Dimen-
sionen 2#, 27, 2s sind, M =M’ xXM"', n=r-+s, und wo w eine Partition von #»
ist und (w;, w,) alle moglichen Zerlegungen vor w in eine Partition w, von #
und eine Partition w, von s durchliuft. (Die Formel (13) wird in [22, Chap. IV,
§7] in einem etwas anderen Fall bewiesen. »

Nach MILNOR [17] ist a(n; 9)=b(n; ¢). Aus (11) und (12) folgt fir A=2
bzw. A=35q, daB R*"(By; Z,; A)=R*"(By; Z,). Wir fassen das Resultat in
folgendem Satz zusammen.

5.6, Satz. Fiir eine gegebene Primzahl q sei. R**(By; Z,) die Gruppe der
Relationen mod g, die zwischen den Chernschen Zahlen schwach-fastkomplexer
Mannigfaltigkeiten der reellen Dimension 2n bestehen. R*™(By; Z; 4) sei die
Untergruppe derjenigen Relationen, die sich mit Hilfe der Wuschen Methode (7)
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und des Cohomologie- Automorplismus A (fibr die Cohomologie mit Koeffizienten
Z,) erhalten lassen. Im allgemeinen ist R*"(By; Z,; 1) eine echte Untergruppe
von R**(By; Z,). Wihit man jedoch den Steenrodschen Cohomologie-Automor-
phismus P (q ungerade) bzw. Sq (fir g=2), dann gilt

R**(By; Z,; %) = R**(By; Z,) bw. R**(By; Z,; Sq) = R**(By; Z.).

Die Wuschen Relationen sind also vollstindig. Die Dimension von R“(BU, z)
diber Z, ist gleich der Anzahl der Partitionen von n, die wenigstens einen Sum--
mamien der Form ' —1 enthalten.

5.7. In 5.1 (2) haben wir den Homomorphismus « (M) : H?*(By; Z) —Z ein-
gefiihrt. Hom (H?*(By; Z), Z) =H,,(By; Z) ist eine freie abelsche Gruppe,
‘deren Rang gleich der Anzahl der Partitionen von # ist. Die Menge der
« (M), wo M alle schwach-fastkomplexen Mannigfaltigkeiten der reellen Di-
mension 2% durchliuft, bildet eine Untergruppe von Hz,,(BU, 'Z) von end-
licheri Index. Diese Untergruppe kann durch- Kongruenzen zwischen den
Chernschen Zahlen angegeben werden. Diese Kongrtienzen sind im Prinzip
berechenbar (MiLNor [17, Part II]). Fiir eine vollstindige Liste der Kon-
gruenzen fiir #<4 s. [12]. Der Homomorphismus «(M): H**(By; Z)—~2Z
induziert einen Homome rphismus

o(M)g: H**(By; Q) — Q.

Es sei R**(By; Q/Z) die Untergruppe derjenigen Elemente von H?*(By; Q),
adf denen «(M)g fir jede schwach-fastkomplexe M der reellen Dimension
2#n ganzzahlige Werte annimmt. R**(By; Q/Z) ist die Gru})pe der Kongruenzen
zwischen den Chernschen Zahlen schwach-fastkomplexer Mannigfaltigkeiten
der reellen Dimension 2. Es sei R**(By; Q/Z) die Gruppe der Elemente
von H**(By; Q), deren 2n—d1men51ona1e Komponenten fir jedes % zu
R**(By; Q/Z) gehobren. » -

Schreibt man die ganzzahligen Chernschen Klassen wieder formal als
elementar-symmetrische 'Funktionen in den Variablen . %y, --v, %y (N groB)
vom Grade 2, dann kann man die elementar—symmetrischen Funktionen
¢, €y, ... in den 1—e¢ % einfiihren. Das sind wohldefinierte Elemente von
H**¥(By; Q).. Den von e,=1, ¢, €3, ... iiber Z erzeugten Unterring von
H**(By; Q) bezeichnen wir mit ck(By). Es sei J die universelle Toddsche
‘Klasse -

=2 T;(e5, -, 6) EH*(Bo Q).
-

Satz. Filr jedes zCch(By) gehirt z - T -zu R**(By; O/Z).

Der Satz ist eine unmittelbare Folgerung aus bekannten Ganzzahligkeits-
sitzen im Zusammenhang mit dem Satz von Riemann-Roch (s. [5, Part III,
Theorem 3.6] oder [3]). Man hat zu beachten, daB z € ¢4 (Byp) fiir jede schwach-
fastkomplexe M ein Element von chK(M) liefert, (das zum komplexen Tan-
gentialbiindel vermdoge einer Darstellung der unitiren Gruppe assoziiert ist).
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VERMUTUNG. R**(By; Q/Z)={(2 - T )on|2Ech(By)}, wo (3- T )q, dic 2n-
dimensionale Komponente von z - bezetchnet.

Wir kénnen diese Vermutung nicht beweisen. Jedoch werden wir zeigen,
daB die (z -9),, fir jede Primzahl ¢ alle Relationen mod ¢ liefern. Die unge-
liste Frage ist dann die nach den Relationen modulo den Potenzen einer Prim-
zahl. ‘Wir betrachten ein Monom €., .- €,, WO (i, %y, ...,1,) eine Partition
einer Zahl k< ist. Fiir k=0 haben wir nur das Monom 1. Das Monom
é,il ... ¢, ist ein Element von H*¥(By; {J), das mit ¢, ... ¢, beginnt. Ersetzt
man in ¢;, ... ¢, die Komponente der Dimension 2%+-2j durch ihr Vielfaches
mit f/, wo f =¢"@~Y und reduziert modulo ¢, dann gehte; ... ¢, in P ... c;)
iiber. Das ist eine rein formale Tatsache im Zusammenhang mit dem Satz
von Adams (s. 4.2 (6)). (Fiir ¢=2 ist & durch Sq zu ersetzen.) Ersetzt man
ferner in 7 die 2j-dimensionale Komponente durch ihr Vielfaches mit f/,
darin geht 9 in Wu (&) bzw. Wu (Sg) durch Reduktion mod ¢ iiber. (Siehe 2.9,
2.11, 2.13.) Aus 5.3 (ii) und 5.6 folgt unmittelbar

SATz. Die Riemann-Roch-Kongruenzew z .7 € R**(By; Q/Z), 2€ch{By),
implizieren alle Relationen mod g zwischen den Chernschen Zahlen.

5.8, Fiir die Pontrjaginschen Zahlen einer orientierten kompakten diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeit M gelten dhnliche Resultate, wie wir sie fiir
die Chernschen Zahlen besprochen haben. Es sei By der klassifizierende
Raum fiir die unendliche orthogonale Gruppe. Ist ¢ eine ungerade Primzahl,
dann gilt

H**(BO; Zq) = Zqﬂ:plr ?2’ ‘ ':H 2

wo p;,€ H*(Bg; Z,) die Reduktion mod ¢ der universellen ganzzahligen Pon-
trjaginschen Klasse der Dimension 44 ist.. Fiir jede orientierte kompakte
differenzierbare M sind die Pontrjaginschen Zahlen definiert. Das sind ganze
Zahlen. Reduktion mod ¢ der Pontrjaginschen Zahlen lefert einen Homo-
morphismus

«(M);: H**(Bo; Z) > 2,,  dim M = 4k.

R**(Bg; Z,) sei die Untergruppe der Elemente von H**(Bg; Z,), welche fiir
jede 4k-dimensionale orientierte kompakte differenzierbare M zum Kern von
« (M), gehéren. R*(Bg; Z,) ist die Gruppe der Relationen mod g zwischen
den Pontrjaginschen Zahlen in der Dimension 44.

Satz. Es sei P der Steemvodsche Cohomologie-Automorphismus fiy die
Cohomologiec mit Koeffizienten in Z, (q ungerade Primzahl). Dey multiplikative
Funktor Wu (%) ist ein Element von H**(Bg; Z,). Es gilt

R*(Bo; ) ={(#y — y-Wu(®))y,| yEH**(Bo; Z,)}.

Die Relationen, die sich mit Hilfe der Wuschen Methode gewinnen lassen (3.5 (17)),
liefern also ganz R**(Bg; Z,). Die Dimension von R**(Bg; Z)) ist gleich der
Anzahl dev. Partitionen von 2k, die nur gevade Summanden. enthalten und fir
die wenigstens ein Summand von der Form g° — 1 ist.
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Der Beweis erfolgt analog wie im Fall der Chernschen Zahlen unter wesent-
licher Benutzung der Arbeit [17] von MiLNor. Man kann wie in 5.7 die
Gruppe R**(Bg; Q/R) aller Kongruenzen zwischen den Pontrjaginschen
Zahlen einfithren, eine analoge Vermutung formulieren und auch eine dem
letzten Satz von 5.7 entsprechende Behauptung beweisen.

5.9. Schlieflich gelten dhnliche Uberlegungen fiir die Stiefel-Whitneyschen
Zahlen von nicht notwendigerweise orientierbaren Mannigfaltigkeiten. Diese
Zahlen sind Elemente von Z,. Auch hier gilt die Vollstindigkeit der Wuschen
Relationen, was von Dold bewiesen wurde [8], dessen Beweismethode wir im
§5 der vorliegenden Arbeit ganz entscheidend benutzt haben.
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